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Résumé. — Soit G = G(R) le groupe des points réels d’un groupe algébrique connexe réductif 
quasi-déployé défini sur R. Supposons de plus que G soit un groupe classique (symplectique, 
spécial orthogonal ou unitaire). Nous montrons que les paquets de représentations irréductibles 
unitaires et cohomologiques définies par Adams et Johnson en 1987 coïncident avec ceux definis 
plus récemment par J. Arthur dans son travail sur la classification du spectre automorphe discret 
des groupes classiques (C.-P. Mok pour les groupes unitaires). Pour cela, nous calculons le transfert 
endoscopique des distributions stables sur G supportées par ces paquets vers le groupe GLat tordu 
en termes de modules standard et nous montrons qu’il est égal à la trace tordue prescrite par Arthur. 

Abstract. — Let G = G(R) be the group of real points of a quasi-split connected reductive 
algebraic group defined over R. Assume furthermore that G is a classical group (symplectic, spécial 
orthogonal or unitary). We show that the packets of irreducible unitary cohomological représenta¬ 
tions defined by Adams and Johnson in 1987 coincide with the ones defined recently by J. Arthur 
in his work on the classification of the discrète automorphic spectrum of classical groups (C.-P. 
Mok for unitary groups). For this, we compute the endoscopie transfer of the stable distributions 
on G supported by these packets to twisted GLjv in terms of standard modules and show that it 
coïncides with the twisted trace prescribed by Arthur. 


1. Introduction 

En |Artl3| . Arthur a donné une description des représentations automorphes de carré 
intégrable des groupes classiques quasi-déployés, le cas des groupes unitaires ayant été traité 
ensuite dans |Mokl5| . Dans les deux cas cette description ramène la situation à celle des 
groupes généraux linéaires, les groupes GLtv sur un corps de nombres. Pour ces groupes 
GLtv, c’est le théorème de multiplicité un fort qui est utilisé en plus de la description des 
représentations automorphes de carré intégrable : la situation en les places non ramifiées pour 
une représentation automorphe induite de représentations de carré intégrable, détermine la 
situation en toutes les places. En |Art13j et ses généralisations, un théorème du même ordre 
est démontré. Notons N la dimension de la représentation naturelle du L-groupe du groupe 
classique ou unitaire considéré, groupe que l’on note G ; ce groupe est supposé quasi-déployé 
et défini sur un corps de nombres que l’on ne nomme pas, car il n’apparaît pas dans l’article. 
Le théorème de multiplicité un fort est presque vrai pour G, c’est-à-dire que la situation aux 
places non ramifiées d’une représentation automorphe de carré intégrable de G détermine 
uniquement une représentation automorphe de GL^r, obtenue comme induite de représentation 
de carré intégrable. Ceci est établi via la stabilisation de la formule des traces tordue et la 
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fonctorialité de Langlands en les places non ramifiées. En les autres places, la représentation 
de GL^r détermine à son tour une représentation virtuelle de longueur finie, qu’il vaut mieux 
voir comme une somme (avec a priori des multiplicités) de représentations irréductibles. Le 
résultat complet démontré en |Artl3] et [Mokl5] . nous dit quand un produit (restreint) en 
toutes les places d’une de ces représentations irréductibles est effectivement une représentation 
automorphe de carré intégrable de G et avec quelle multiplicité elle intervient. Les multiplicités 
se décomposent en deux types de facteurs : des multiplicités de nature globale, calculées 
explicitement en [Artl3| et [MoklSj . et des multiplicités locales devant elles être calculées 
par des propriétés de transfert endoscopique. Ce qui n’apparaît pas dans les travaux sus-cités 
est la description explicite de ces représentations irréductibles et de ces multiplicités locales 
aux places ramifiées. Le cas des places finies a été réglé dans |Moell] . et en particulier en 
ces places les multiplicités locales sont un. Dans cet article, nous nous intéressons aux places 
ar chimédiennes. 

Notons donc maintenant G un groupe classique quasi-déployé défini sur M, et G = G(M) 
le groupe de ses points réels. Supposons pour simplifier que G soit symplectique ou spécial 
orthogonal, nous ferons quelques remarques sur le cas des groupes unitaires à la fin de cette 
introduction. Soit Std^ : > GL 7 v(C) la représentation standard de son L-groupe. Soit ^l^c '■ 

Wr X SL 2 (M) ^ un paramètre d’Arthur (voir section [22]) , et notons V’ = que l’on 

peut voir comme un paramètre d’Arthur pour le groupe Gm '■= GLAr(]R). Comme nous l’avons 
dit au début de cette introduction, le spectre automorphe discret est bien compris pour GL^r, et 
en particulier, on sait associer à V' une représentation irréductible unitaire de Gn, composante 
locale d’une représentation automorphe de carré intégrable, et que nous notons Ll^ (Section 
I32I). Le paramètre 4} provenant d’un paramètre pour un groupe classique, la représentation 
est auto-duale, c’est-à-dire qu’elle est stable sous l’action de l’automorphisme extérieur 
9pf de GLat fSection 15.11) . Posons G^ = Gn xi {On) et Gn ■= G~^ \ Gm- Ce dernier est un 
espace tordu pour Gm-, et la représentation admet des extensions comme représentations 
de l’espace tordu Gm-, deux d’entre-elles étant égales à un multiple scalaire près. Lorsqu’on fixe 
une donnée de Whittaker (Section [52|) pour le groupe Gm-, on peut distinguer grâce à la théorie 
des fonctionnelles de Whittaker l’une de ces extensions, que l’on note Ll^. On note Tr 0 j^(n. 0 ) la 

trace de Ll)^, c’est une distribution sur Gm- 

D’autre part, Arthur définit dans I Art 13] un paquet Ll.^^ attaché au paramètre 'î/’G; c’est-à- 
dire un ensemble fini de représentations unitaires irréductibles de G, ayant toute même caractère 
infinitésimal (facilement déterminé par 4’g)- Ce paquet est caractérisé par le fait que certaines 
distributions sur G, qui sont des combinaisons linéaires de caractères-distribution des membres 
du paquet doivent vérifier des identités de transfert endoscopique. Il y a deux types de telles 
identités. Les premières sont les identités endoscopiques ordinaires qui relient les combinaisons 
linéaires mentionnées ci-dessus à d’autres, qui vivent sur un groupe endoscopique H (qui est un 
produit de deux groupes classiques) de G, via la théorie de Langlands-Shelstad. Les secondes sont 
les identités endoscopiques tordues, où le groupe G et la représentation standard Stdc de son 
L-groupe sont des données endoscopiques elliptiques pour le groupe tordu {Gm, Om)- Ce sont ces 
identités qui sont cruciales dans ce travail. Le point de départ est que le paquet d’Arthur 11^^ est 
le support d’une distribution stablement invariante sur G, que nous notons ©L* , et qui est donc 

une certaine combinaison linéaire bien déterminée de caractères-distribution des représentations 
dans n^Q. La théorie de l’endoscopie tordue f [KS99| . [Shel2j . [MezlGj i transfère de telles 
distributions stablement invariantes sur G vers des distributions sur Gm, invariantes sous l’action 

par conjugaison de Gm, par une application Trans^^ (transfert spectral). Cette application est 
ici totalement déterminée, et pas seulement à une constante multiplicative près, et ceci grâce à 
la donnée de Whittaker qui a été fixée sur Gm- L’identité endoscopique tordue, fondamentale 
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pour nous, s’écrit alors 

(1.0.1) Transg"(0g^^) = Tr,,(n^). 

Le problème, comme nous l’avons mentionné, c’est que dans ces travaux d’Arthur, les membres 
des paquets 11^^ ne sont pas identifiés dans une classification connue, par exemple dans la 
classification de Langlands. Il en est de même de la forme exacte des combinaisons linéaires 
des caractères-distributions formées à partir de ce paquet et qui entrent dans les identités 
endoscopiques. Or, pour un paramètre d’Arthur i/jg comme ci-dessus, d’autres constructions 
de paquets ont été proposés. Dans [ABV92] . ceci est fait dans un cadre totalement général 
(c’est-à-dire plus général que les groupes classiques). Un paquet y est défini, celui-ci 

est le support d’une distribution stablement invariante O^asv et il est conjecturé que cette 

construction coïncide dans les cas étudiés avec celles de |Artl3j . D’autre part, il est établi 
dans [ABV92J que les paquets qui y sont définis vérifient les identités endoscopiques ordinaires. 
Ainsi, pour montrer la conjecture, il suffit d’établir que ces derniers satisfont aussi à l’identité 
endoscopique tordue (|l.U.ip . c’est-à-dire que l’on peut remplacer le terme de gauche de cette 

identité par TransQ^(0^*Asv)- Les identités endoscopiques ordinaires ne jouent donc aucun rôle 

dans cet article et nous n’en dirons rien de plus. Notons au passage que les constructions de 
[ABV92] utilisent des invariants géométriques sophistiqués des représentations (les « cycles 
caractéristiques »), et que ceux-ci sont incalculables en pratique, ce qui fait que les membres 
des paquets LI^^^ ne sont pas identifiés eux non plus dans une classification connue. 

Pour un certain type de paramètres d’Arthur i/jq, auxquels nous allons nous référer dans cette 
article sous la dénomination peut-être abusive de < paramètres d’Adams-Johnson », une autre 
construction avait été proposé antérieurement à [ABV9^ par Adams et Johnson f [AJ87] L La 
propriété fondamentale de ces paramètres est que le caractère infinitésimal qui leur est associé 
est entier et régulier. Là encore, un paquet 11^^ est défini, et celui-ci est le support d’une 
distribution stablement invariante 0nAj • Cette fois, les membres du paquet sont bien identifiés, 

ce sont des représentations cohomologiques unitaires, c’est-à-dire des modules Aq(A) de Vogan- 
Zuckerman f [VZ84j . voir [KV95] Chapter 5). Il a été vérifié par les auteurs de [ABV9^ que 
leur construction coïncide avec celle de |AJ87J . Si les paramètres d’Adams-Johnson ne sont 
qu’un type particulier de paramètre d’Arthur, ils jouent néanmoins un rôle important dans tous 
les problèmes liés aux relations entre formes automorphes et cohomologie des variétés. 

Nous pouvons maintenant énoncer le résultat principal de cet article : 

Théorème 1.1. — Soit un paramètre d’Adams-Johnson du groupe classique G. Alors 

(1.0.2) TVansg^(0^'A.) = Tr0^(n^). 

V’G 

En conséquence, le paquet d’Arthur 11^^ est égal au paquet d’Adams-Johns on 

Donnons maintenant quelques détails sur la façon d’établir ce résultat. L’idée est de passer 
par le transfert spectral tempéré établi par Mezo l [Mezl6] ï et précisé dans l’appendice. Soit 
(1>G '■ bUK un paramètre de Langlands. Pour les groupes réels, Langlands l |Lan89j ï a 

défini le paquet correspondant 11^^^. Lorsque le paquet est tempéré, la somme des caractères- 
distribution des membres du paquet est une distribution stablement invariante sur G. Ce n’est 
plus vrai si le paquet n’est pas tempéré, mais dans ce cas, on définit le pseudo-paquet dont 
les éléments sont les représentations standard, i.e. des induites paraboliques de représentations 
essentiellement tempérées dont les éléments de sont les sous-représentations de Langlands 
(dans cet article, nous utilisons la version de la classification de Langlands en termes de sous- 
représentations des représentations standard, et non de quotients comme il est le plus souvent 
l’usage). Alors la somme des caractères-distribution des membres du pseudo-paquet 11,^^ est une 
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distribution stablement invariante notée ©fj . Soit (p = Stdc o <pQ, paramètre de Langlands 

pour Gtv, et soit II^ la représentation standard 0Ar-stable de Gat qui lui est associée. Le résultat 
de Mezo est alors que 

(1.0.3) Ti:ansg"(0n^^) = Tr 0 ,(n^). 

Mezo démontre cette égalité à une constante multiplicative près, et c’est cette ambiguïté qui est 
levée dans l’appendice. Dans leur article, Adams et Johnson ont aussi écrit explicitement Q^aj 

comme combinaison linéaire de , ceci vient des résolutions de Johnson pour les Aq(A) de 
[Joh84j . Disons que l’on a 

(1.0.4) QnV = Q^g- 

9G 

Les coefficients sont en fait des signes et la somme est bien entendu à support fini. Grâce 
au résultat de Mezo, le membre de gauche s’écrit donc (toujours en posant p = Std^ o Pq) 

(1.0.5) Trans^^ (©^Aj) = Tr 0 iv(nçi), 

va 

et l’on est ramené à démontrer que 

(1.0.6) ^a<^gTr0^(n<^) = Tr0^(n^). 

4>g 

Notre approche est de le faire par récurrence sur la longueur r d’une décomposition ip = 
du paramètres •!/) en « paramètres élémentaires >. Le cas où r = 1, c’est-à-dire que V’ 
est élémentaire, se sépare en deux sous-cas disjoints. Le premier est celui où ipc est le paramètre 
d’Arthur d’un caractère quadratique de G. On montre par un argument global que le paquet 
d’Arthur est un singleton lSection ll0.2p . L’identité (|1.0.2I) est alors établie par Arthur dans 
)Artl3| . et (jl.O.Op est alors une conséquence qui nous servira dans l’étape de récurrence. Le 
second cas élémentaire est celui où ip est le paramètre d’une représentation de Speh 0Ar-stable 
de Gn, N pair. Il est traité dans la section fï0.31 à partir de la formule pour la trace tordue 
d’une telle représentation établie dans la section [ 6 l Pour obtenir cette formule, nous partons 
du fait qu’une représentation de Speh est un cas particulier de Aq(A) de Vogan-Zuckerman, et 
qu’elle admet donc une résolution de Johnson par des modules standard, c’est-à-dire que l’on a 
un complexe exact de la forme 

(1.0.7) 0 —>■ Speh — >■ Xfj — >■ Xi ^ 0 

où les Xi sont des sommes directes de représentations standard X{w), indexées par w € &n/ 2 -, 
et Xi est la somme des X{w) pour w € 6 Ar /2 de longueur i (la longueur usuelle dans le groupe 
symétrique), et bien sûr Speh = est une représentation de Speh. Une telle résolution im¬ 
plique immédiatement une formule pour le caractère-distribution de cette représentation comme 
somme alternée des caractère des Xi. Mais ici, ce n’est pas le caractère-distribution de Speh que 
nous voulons calculer, mais sa trace tordue. Nous montrons, en suivant les argument de Johnson 
que le complexe (11. U. 71) de représentations de Gn peut être muni d’une structure de complexe de 
représentations du groupe G~^. Les représentations standard 0Ar-stables du complexe, les seules 
qui vont contribuer à la trace tordue, sont indexées par les involutions w du groupe &N/ 2 - 
Elles sont donc étendues au groupe Gjy, cette extension étant l’une des deux possibles A(rc)^, 
mais qui n’est pas nécessairement celle, disons X{w)^, déterminée par la donnée de Whittaker. 
Nous calculons alors par un argument combinatoire le signe par lequel l’extension de X{w), w 
involution de &n/ 2 , diffère de X{w)~^. Ceci nous donne la contribution de ce X{w) à la trace 
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tordue. Nous introduisons une fonction longueur sur l’ensemble iÏ 7 v /2 des involutions de &N/ 2 , 
appelée 0-longueur et notée Ig, et au final, la trace tordue de la Speh s’écrit 

(1.0.8) Tr0,(Speh)= (-l)'^«(-)Tr,,(X(u;)). 

Il reste donc à comparer les termes extrêmes de 

(1.0.9) j;a^^Tr,,(n^) = Tr,^(n^) = Tr,,(Speh)= (-l)^«(-)Tr,^(X(u;)). 

<j>G wÇi'Jj^/2 

Ceci se fait en exhibant une bijection entre l’ensemble des intervenant dans le terme de 
gauche avec fÎAr /2 et en vérifiant que si (/>g correspond à w, alors X{w) = et (—l)^e(“') = 
(rappelons que d’après Adams-Johnson est bien un signe). Cette comparaison passe par les 
représentations des groupe unitaires U(6, c) avec h + c = N/2. Les représentations de U(6, c) 
sont reliées à celles de G par le foncteur d’induction cohomologique de Zuckerman, et à celles de 
Gn par changement de base vers GLjv/ 2 (C) suivi d’une induction cohomologique de GL 7 v/ 2 (C) 
vers Gn- 

Une fois démontré le résultat principal pour les paramètres élémentaires, on passe à la 
démonstration du cas général par récurrence sur la longueur de la décomposition de V’ en pa¬ 
ramètres élémentaires. Dans une telle décomposition, on a au plus un seul paramètre élémentaire 
du premier type décrit ci-dessus, et donc dans l’étape de récurrence, on suppose qu’on ajoute un 
paramètre élémentaire '01 du second type (paramètre d’une Speh) à un paramètre ■0'. L’idée est 
la suivante : de même que le transfert endoscopique ordinaire commute à l’induction parabolique, 
le transfert endoscopique (spectral) tordu de G vers Gn commute à un certain foncteur d’induc¬ 
tion, un peu délicat à décrire exactement malheureusement, mais dont voici l’ingrédient princi¬ 
pal. Supposons que N = Ni + N', avec A^i = 2ni, et soit Speh une représentation de Speh 07 Vi- 
stable de Gmx- Soit M le sous-groupe de Levi standard de Gn isomorphe à G^i x Gn'- Posons 
Om = Onx X 9N'-, que l’on voit comme un automorphisme d’ordre 2 de M, puis M+ = M xi {9m) 
et M = M+ \ M. On considère la catégorie des représentations de M dont la restriction 
ttm à M est de longueur finie, et telle que tous les sous-quotients irréductibles de ttm sont 
des produits tensoriels de la forme tti (g) tt', avec tti une représentation irréductible de G^x, 
sous-représentation de Langlands de l’une des représentations X{w), w € ©m, apparaissant 
dans la résolution de Johnson de Speh, et t :' une représentation irréductible de G^v' dont on 
suppose seulement que le caractère infinitésimal N est fixé, et vérifie une certaine condition (cf. 
hypothèse ()7.1.1jl . le paramètre de la Speh doit être grand devant A', et cette condition va être 
vérifiée lorsqu’on part d’un paramètre d’Adams-Johnson). On montre tout d’abord flemme [7. 3 p 
que si -tti et tï' vérifient ces hypothèse, alors Indp^(7ri (8)7r') est irréductible, P étant ici le sous- 
groupe parabolique standard de facteur de Levi M. Grâce aux propriétés fines des opérateurs 

d’entrelacement f Section l7.4p . on construit un foncteur d’induction Ind^ de cette catégorie de 

représentations de M vers les représentations de Gn, ayant la propriété suivante : la donnée 
de Whittaker pour Gjy induit une donnée de Whittaker pour M. Supposons que tïm soit une 
représentation irréductible 0M-stable de M dans la catégorie décrite ci-dessus, et soit exten¬ 
sion à M distinguée par la donnée de Whittaker. Alors Iiid^ i'^u) l’extension de Ind^^ {t^m) 
distinguée par la donnée de Whittaker. Ces résultats sont les plus techniques, mais aussi les plus 
prometteurs de l’article, car on espère les réutiliser dans un contexte plus général que celui des 
paramètres d’Adams-Johnson, et ils faisaient partie de la thèse du premier auteur. 

Pour le changement de base des groupes unitaires, les résultats analogues avaient été obtenus 
par Johnson dans [Joh90j . en s’appuyant sur le transfert tempéré établi par Clozel |Clo82] 
dans ce cas (et dont le résultat de Mezo est une généralisation). Nous reprenons rapidement 
notre démarche pour montrer qu’elle s’adapte sans difficulté aux groupes unitaires (c’est même 
plus simple techniquement). 
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Décrivons brièvement le contenu de l’article. Les premières sections sont purement formelles, 
elles servent à rappeler les notations et résultats de la littérature essentiels à la suite de l’article. 
La section [5] concerne les paramètres de Langlands et d’Arthur, et la classification de Langlands. 
On y rappelle la définition des distributions stables attachées aux paramètres de Langlands 
(lorsque le paramètre n’est pas tempéré, on introduit les « pseudo-paquets », constitués de 
représentations induites à partir de tempérées). La section [3] présente la classification du dual 
admissible des groupes GL^v (K). On y rappelle aussi la déhnition de la représentation attachée 
à un paramètre d’Arthur (dans le cas de GLjv, les paquets d’Arthur sont des singletons), le 
cas basique étant celui des représentations de Speh. La section S] introduit la classification de 
Beilinson-Bernstein pour les groupes unitaires. Comme nous l’avons expliqué, ceci va nous per¬ 
mettre de faire le lien entre les termes de gauche et de droite de (I1.0.6P . La section [5] concerne 
les représentations de l’espace tordu Gn (ou de manière presque équivalente, du groupe G^) et 
de leur normalisation à l’aide des modèles de Whittaker. Ceci permet de déhnir précisément le 
terme de droite de (11.0.21) (autrement seulement défini à une constante multiplicative près). La 
section [6] est consacrée au calcul de la trace tordue des représentations de Speh auto-duales et 
la section [7] au foncteur d’induction parabolique « tordu ». La section [8] rappelle les résultats 
d’Adams et Johnson dans un contexte général, en rappelant en particulier la définition des pa¬ 
quets Ll4^, de la combinaison linéaire stable des caractères-distributions et son expression 

en terme de pseudo-paquets obtenue à partir des résolutions de Johnson. La section [9] introduit 
les groupes classiques orthogonaux et symplectiques considérés, leur représentation standard, 
l’application de transfert spectral Trans^^ et détaille la forme des paramètres d’Adams-Johnson 
pour ces groupes. La section [Tü] est consacrée à la démonstration du résultat principal. La sec¬ 
tion [TT] adapte l’énoncé du résultat principal et sa démonstration aux groupes unitaires, en 
parcourant rapidement les modifications superficielles à effectuer. Enfin l’appendice précise le 
résultat de Mezo en levant l’ambiguïté de celui-ci. Il présente un intérêt indépendant du reste 
de l’article et le résultat est obtenu par des méthodes globales. 


Le résultat principal de cet article est utilisé comme hypothèse dans de nombreux travaux. 
Citons en particulier |BMM16j . [BMMj . |CR15j . [ÜL] . |Kot90] . [MS] . [T 


ai . 


( 1 ) 


Dans certains cas particuliers, le premier auteur avait déjà obtenu dans sa thèse le résultat 
principal (sous l’hypothèse que les représentations de Speh vivent dans des GL 2 n(lK) avec n < 4). 
Une partie des résultats de cet article sont issus -tels quels ou sous une forme ayant évoluée 
avec le temps- de cette thèse du premier auteur en particulier dans le chapitre 7. 
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1. Dans |BMM16| . |BMM| . [CL] . 1’ hypothèse en question permet simplement de simplifier la démonstration 
de certains résultats. 
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Annexe A. Calcul du facteur de transfert spectral pour les représentations 

tempérées dans le cas archimédien . 

Références . 


2. Paramètres de Langlands et d’Arthur 

2.1. Paramètres de Langlands et pseudo-paquets. — Nous renvoyons le lecteur à 
[Bor79| pour plus de détails sur les objets introduits dans cette section. 

Soient G un groupe algébrique réductif connexe défini sur M, G son dual de Langlands, et 
= G X Rk son L-groupe, où bien sûr Wr est le groupe de Weil de M. 

Le groupe G agit par conjugaison sur l’ensemble des paramètres de Langlands (j) '■ —)• ^G, 

et l’on note d*(G) l’ensemble de ces classes de conjugaison. On note <l>temp(G') l’ensemble des 
classes de conjugaison de paramètres de Langlands d’image bornée. 

Le théorème de classification de Langlands donne l’existence d’une partition de l’ensemble 
n(G) des classes d’équivalence de représentations irréductibles du groupe G := G(M) 

(2.1.1) n(G)= ]J 

en L-paquets (ou paquets de Langlands) Le point essentiel est bien entendu les propriétés de 
cette partition. Donnons-en quelques unes. Tous les éléments d’un paquet ont même caractère 
infinitésimal. Pour les représentations tempérées, on a 

(2.1.2) ntemp(G) = n,^. 

Lorsque tt est une représentation de longueur finie de G, notons 0,^ son caractère : c’est une 
distribution invariante sur G. Pour tout (j) G <htemp(G), notons 

(2.1.3) 0n, = 0.. 

C’est une distribution stablement invariante sur G. Pour ce qui concerne cette notion, nous 
renvoyons par exemple à |She79j et [Bou04] . Ceci n’est plus vrai pour un paquet non tempéré. 
Soit (j) G ^(G), non nécessairement tempéré. Toute représentation vr G est obtenue dans la 
classification de Langlands comme l’unique sous-représentation irréductible d’une représentation 
standard /(vr), induite parabolique d’une représentation essentiellement tempérée. 

Définition 2.1. — Soit cj) G <Î>(G) un paramètre de Langlands. Appelons « pseudo-paquet », 
et notons l’ensemble des /(vr) pour vr G Posons : 

(2.1.4) 0(5^ = 

Il est bien connu f |She79| . [AJ87| . Lemma 4.3) que 0g^ est une distribution stablement 
invariante sur G. Remarquons que lorsque (j) est tempéré, on a 0n^ = ©fî^- 

2.2. Paramètres d’Arthur. — Les notations sont les mêmes que dans la section précédente. 
Définition 2.2. — Un paramètre d’Arthur pour G est un morphisme de groupes continu 

: VUr X SL2(C) ^ ^G 

tel que 

(i) la restriction de tp k Rr est un paramètre de Langlands tempéré, 

(ii) la restriction de ^jJ k SL 2 (C) est algébrique. 
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Le groupe G agit par conjugaison sur l’ensemble des paramètres d’Arthur, et l’on note 'I'(G) 
l’ensemble de ces classes de conjugaison. On identifie <htemp(G') à l’ensemble des paramètres 
d’Arthur de restriction triviale à SL 2 (C). 

A tout paramètre d’Arthur ijj, on associe un paramètre de Langlands 

( 2 . 2 . 1 ) 

\ 0 \w\ 2 J 

où rc |t(;| est le morphisme de groupe de Wr dans défini de la manière suivante. Rappelons 
que VLr peut-être vu comme le groupe engendré par et un élément j tel que = — 1 (cf. 
[ABV92] . Définition 5.2). On pose alors |jj = 1 et \z\ = zz si z C^. 

Dans [Art84j . [Art89c] . J. Arthur conjecture (pour des groupes définis sur un corps local 
F) l’existence de paquets 11^ attachés aux paramètres V’ G 'ï'(G)) devant posséder certaines 
propriétés, énoncées dans l’introduction. 

Pour F archimédien, Adams et Johnson ont proposé pour une certaine classe de paramètres 
(les « paramètres d’Adams-Johnson », voir section [5]) une définition de paquets 11^'^ possédant 
aussi un certain nombre des propriétés requises, en particulier l’existence d’une distribution 
stable O^Aj explicite, et la compatibilité à l’endoscopie standard. Comme il a été expliqué dans 

l’introduction, J.Arthur pour les groupes classiques, puis C-P. Mok pour les groupes unitaires 
ont donné une définition des paquets ayant toutes les propriétés voulues, en les caractérisant 
par les identités endoscopiques standard (transfert spectral vers leurs groupes endoscopiques 
standard) et par les identités endoscopiques tordues venant du fait que ces groupes peuvent 
être vu comme faisant partie d’une donnée endoscopique tordue d’un groupe général linéaire. 
Notre but dans cet article est de montrer que les paquets définis par Adams-Johnson et ceux 
définis par Arthur et Mok coïncident (pour un même paramètre, bien entendu) dans les cas 
où ils sont tous deux définis. Pour cela, il suffit donc de montrer que les premiers satisfont les 
identités endoscopiques tordues avec les groupes généraux linéaires. 


3. Le groupe Gj^ = GLAr(M) et ses représentations 

Dans cette section, nous introduisons des notations concernant le groupe général linéaire et 
ses représentations. Soit JV un entier positif. Notons Gn le groupe général linéaire GL^r défini 
sur le corps des réels (avec la convention que Gq est le groupe trivial), Gn = GLAr(M) le groupe 
de ses points réels, et Gat le groupe dual de Langlands (isomorphe à GLAr(C)). 

r 

Soit Ni,...,Nr € tels que '^^Ni = N. Le sous-groupe M = des matrices 

i=l 

diagonales par blocs de taille respective Ni, ..., Nr, isomorphe à Gat^ x Gatj x ... x GNr est un 
sous-groupe de Levi standard de Gat, et le sous-groupe parabolique P = PNi,...,Nr contenant M 
et le sous-groupe de Borel des matrices triangulaires supérieures est un sous-groupe parabolique 
standard de radical unipotent N = A'Afi,...,iVr' Pour tout 1 < i < r, soit vTj une représentation de 
G]\f. de longueur finie. Nous notons alors tti x 7r2 x ... x vr^ la représentation obtenue par induction 
parabolique (normalisée) à partir de la représentation vri iX> 7r2 iX>... (8> vr^ de M relativement au 
sous-groupe parabolique P. 

Notons U = h']\f le caractère g i-)- | det^l de Gjsf. Pour toute représentation vr de G^ et tout 
s G C, notons de manière abrégé ttN le produit tensoriel tï . 

Soit i)d,N la sous-algèbre de Lie des matrices diagonales de AJAf(C), identifiée naturelle¬ 
ment à C'^, et de même pour son dual (l^Af ^1^ l’isomorphisme d’Harish-Chandra, un ca¬ 
ractère infinitésimal pour Gn est donné par un élément de et donc par un élément 

A = (Ai,...,AAr) G C^, où plutôt par une orbite de tels éléments sous l’action du groupe 
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de Weyl, ici identifié au groupe &N- Un tel caractère infinitésimal est entier si les Aj — \j sont 
entiers, et régulier si les A* sont distincts. 

Nous allons maintenant rappeler la classification de Langlands de n(GL) := UjvgN n(GAr) en 
termes de représentations irréductibles de Gi et G 2 . Par souci d’alléger un peu la terminologie, 
nous appelons « séries discrètes unitaires > ce que l’on devrait appeler < séries discrètes modulo 
le centre > et « séries discrètes > les représentations obtenues par produit tensoriel d’une série 
discrète unitaire et d’un caractère. 

Le groupe Gi = GLi(M) ~ est abélien, et ses représentations irréductibles sont de la 
forme 

(3.0.2) 7 ( 5 , e) : ^ C^, x |x|®sgn(x)^, (s € C), (e€{0,1}). 

Un tel caractère est unitaire si et seulement si s G iK. En général, posons 
(3.0.3) e( 7 (S,e)) = 3îe(s). 

Considérons deux caractères 'y{si,ei), f = 1,2 comme ci-dessus . La série principale 7 (^ 1 , ei) x 
7 (s 2 , £ 2 ) de G 2 est réductible si et seulement si si — S 2 = n G et ei -|- €2 = n -|- 1 mod 2 et 
dans ce cas l’un des deux sous-quotient irréductible de celle-ci est une série discrète que l’on note 
'^('Si, S 2 ). Les équivalences entre ces séries discrètes font l’on peut imposer n = S 2 — G N^. A 
équivalence près, les séries discrètes de G 2 sont donc les 

(3.0.4) (5(si,S2), Si, S 2 g C, S 2 - Si g N^. 

Une telle série discrète est unitaire si et seulement si si -|- S 2 G zM. En général, posons 

(3.0.5) e(5(si,S2)) = ^^^^. 

Si r est l’un des caractères 7 ( 6 , s) ou bien l’une des séries discrètes (5(si, S 2 ), on a 

r = 

où est de même type que r, mais unitaire. 

Définition 3.1. — Supposons que pour tout i = 1,...,/, on se donne une série discrète qui 
est soit l’un des séries discrètes ()3.0.2p de GLi(M) ou bien l’une des séries discrètes ()3.0.4I) de 
GL 2 (M) On dit que r = (ri,... ,r;) est écrit dans un ordre standard si e(Ti) < ... < e{Ti) et 
dans un ordre standard inverse si e(ri) > ... > e{Ti). 

Le théorème de classification de Langlands s’énonce alors ainsi ; 

Théorème 3.2. — Soüt = (ri ,... ,ti) comme dans la définition ci-dessus, écrit dans un ordre 
standard, alors : 

(i) La représentation A(r) = ri x ... x r; possède une unique sous-représentation irréductible 
^iz), apparaissant avec multiplicité un dans la suite de Jordan-Hôlder de X{t). Cette 
représentation X(t), est aussi l’unique quotient irréductible de la représentation 

X{z) ■= Z ^ Ti -1 X ... X r 2 X Tl. 

(a) L’application r i-)- X{t) réalise une bijection entre l’ensemble des ensembles avec multi¬ 
plicités de séries discrètes et n(GL). 

Les représentations X{j), X{t) sont appelées représentations standard. 

Remarque 3.3. — Les représentations X{t) et Â(r) ne dépendent pas du choix d’un ordre 
standard sur les Tj (parmi tous les ordres standard possibles). Il en est de même de X{t) et 
de l’ordre standard inverse choisi pour l’écrire. C’est un cas particulier d’un théorème de B. 
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Speh rappelé plus loin iThéorème I7.4D . Ceci nous permet d’adopter les notations suivantes : si 
T = (ri,.. .,Ti), on note 

Xi=l,...,r Ti = TiX ...XTl 


et 

le produit des Ti obtenu en les permutant pour les mettre dans un ordre standard et un ordre 
standard inverse respectivement. 


Remarque 3.4- — Le caractère infinitésimal de X{t) est donné par (Ai,... ,Xn) si et seule¬ 
ment si l’ensemble avec multiplicité {Ai,..., Xn} est constitué des Sj pour les i tels que Tj = 
7 (sj,ei) et des pour les i tels que r* = 5(sj,i, Sj, 2 )- 


3.1. Classification de Langlands pour GL 7 v(M) avec L-groupe. — Pour G = GLjv, les 
paquets de Langlands sont des singletons, et (I2.1.ip constitue donc une classification de n(G 7 v)- 
Ce fait nous autorise à noter de la même manière le paquet associé à un paramètre (/>, et l’unique 
représentation qu’il contient : Il en est de même du pseudo-paquet attaché à 4>. 

Comme le L-groupe est ici un produit direct, = GnX ILr, on peut voir simplement un pa¬ 
ramètre de Langlands (j) comme une représentation de dimension N de VL®. Cette représentation 
est complètement réductible. Les représentations irréductibles de Wr vont paramétrer les séries 
discrètes. Elles sont donc de dimension 1 ou 2. Rappelons tout ceci brièvement. 

Les représentations irréductibles de Wc ~ sont de dimension 1 puisque est abélien. 
Elles sont paramétrées par les couples (si, S 2 ) € C x C avec si — S 2 G Z de la manière suivante : 


(3.1.1) 


Xsusiiz) = Iz 


_ U|S1+52 


SI-S2 


= 


La représentation Xsi,s 2 ost unitaire si si -|- S 2 G iM. 

Les représentations irréductibles de VLr sont facilement obtenues à partir des Xs,n par la 
théorie de Mackey. Posons 


(3.1.2) 


R(si,S 2) = Indjf*(xsi,s2). 


Si Si — S 2 0, V (si, S 2 ) est une représentation irréductible de Wr. De plus V (si, S 2 ) r\j 
si et seulement si (si, S 2 } = {s{, 

Si Si — S 2 = 0, P(si, S 2 ) est réductible. Notons respectivement Triv and sgn les caractères de 
Rr obtenus par relèvement des caractères de 1 Lr/(1Lr)o — Z/2Z. Notons aussi | le caractère 
de Wr donné explicitement sur les générateurs par z i->- |z|®, (z G C^), j i-)» 1. Alors P(s,s) se 
décompose comme P(s, s) ~ Triv (D | © sgn © | p*. Posons 


(3.1.3) 


W{s,e) 


Triv © I I* si e = 0 
sgn © I 1^ si e = 1 


Proposition 3.5. — Les représentations irréductibles de Wr sont à équivalence près : 
(i) les représentations W{s,e), s G C, e G {0,1}, de dimension 1, 

(a) les représentations P(si,S 2 ), si,S 2 G C, S 2 — si G de dimension 2. 

Elles sont unitaires si et seulement si s € iW (cas (i)) et si + S 2 € iM (cas (ii)). 


Proposition 3.6. — Les séries discrètes de Gi et G 2 sont respectivement en bijection avec les 
représentations irréductibles de Wr de dimension 1 et 2, cette correspondance étant 

7s,e G-)- W (s, e), s G C, e G (0,1}, 

5(si,S2) P(si,S2), Si, «2 g C,S2 - Si g N^, 


où Xs,e est défini en fS. 0. 2\) et 5(si,S2) est défini en ^3. 0.4\). 
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La bijection entre n(G 7 v) et ^{Gn) s’en déduit alors de la manière suivante. Soit (p € ^{Gn), 
considéré comme une représentation de dimension N de Wr. Cette représentation se décompose 
en une somme de représentations irréductibles de Wr, écrivons ceci p = avec chaque (pi 

équivalente à l’une des représentations de Wr dans GLi(C) ou GL 2 (C) définies ci-dessus. No¬ 
tons Si la série discrète correspondant k pi. Le multi-ensemble de séries discrètes {ôi}i=i^,,,^r pa¬ 
ramètre une classe d’équivalence de représentations irréductibles 11^ de Gn d’après le théorème 
13.21 Ceci définit la bijection voulue : 

(3.1.4) ^Gn)^II{Gn), P^Ll^. 

3.2. Paramètres et paquets d’Arthur pour Gjsf. — Un paramètre d’Arthur pour Gjsf est 
un morphisme continu : p : Wr x SL 2 (C) —> ^Gn = Gat x Wr vérifiant les propriétés énoncées 
dans la définition 12.21 Comme pour les paramètres de Langlands, le fait que le L-groupe de Gat 
soit un produit direct nous autorise à considérer p comme un morphisme de Wr x SL 2 (C) dans 
Gat = GLAr(C), c’est-à-dire comme une représentation de dimension N de Wr x SL 2 (C). Là 
encore, comme pour les paramètres de Langlands, une telle représentation est complètement 
réductible. Elle s’écrit donc comme une somme directe 

(3.2.1) P = ®i=i,...,Tpi, Pi - Wr X SL2(C) ^ GLAri(C) 

avec pi irréductible et Yll=i représentations irréductibles de Wr x SL 2 (C) sont des 

produits tensoriels de représentations irréductibles de Wr avec des représentations irréductibles 
de SL 2 (C). Les représentations irréductibles de Wr ont été décrites ci-dessus. Celles qui ap¬ 
paraissent ici ont en plus la propriété d’être à image bornée, ce sont donc les représentations 
W(s,e), s G fM, e G {0,1}, de dimension 1, et les représentations U(si,S 2 ), si -|- S 2 G fM, 
S 2 — Si G N^, de dimension 2. Les classes de représentations irréductibles de SL 2 (C) sont 
déterminées par leur dimension, et l’on note Hd un choix de représentation irréductible de dimen¬ 
sion d de SL 2 (C) (ou sa classe d’équivalence). Les représentations irréductibles de Wr x SL 2 (C) 
qui nous intéressent sont donc à équivalence près 

(3.2.2) W(s, e) (g) U(si, S 2 ) <8) iîn, «2 - si € , e G {0,1}, s, si -|-«2 € iM. 

Comme les paquets de Langlands, les paquets d’Arthur pour G^ sont des singletons, et l’on 
a donc 11^ = LI^^, ceci désignant à la fois le paquet et l’unique représentation qu’il contient. 
Nous allons maintenant décrire la représentation associée à un paramètre d’Arthur p, en 
commençant par les p irréductibles. 

Notons Triv et sgn respectivement les caractères triviaux et sgn de = GLi(M), (bien que 
les mêmes notations désignent aussi des caractères de Wr, il n’y a pas de risque de confusion). 
Si e G {Triv, sgn}, et si n G notons le caractère de Gn obtenu en composant e et le 
déterminant det : Gn —>■ . On a alors 

(3.2.3) Si V’ = W (s, 0) O Rn, LI^ = Triv„ 

(3.2.4) Si V’ = W (s, 1) O Rn, LI^ = sgn„ 

Remarquons que ces représentations sont des caractères unitaires de Gn-, car on a pris s G fM. 

Définition 3.7 (Représentation de Speh). — Soit ô une série discrète unitaire de G 2 - 
Considérons le module standard 

_ n —1 _ n —3 n — 1 

(3.2.5) I{ô,n) = ôv 2 X ( 5 i 2 2 x - - - x ôv , 

et notons Speh((5, n) son unique sous-module irréductible. Si à = à(si,S 2 ), •52 — si G et 
Si -t- S 2 G on peut réécrire ceci comme 

(3.2.6) I (à (si, S 2 ), n) = x^^ià ^si - + i,S 2 - -h i^ 
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On a alors, 

(3.2.7) si i) = V{si, S2) 0 Rn, = Speh ((5 (si, S2) ,n). 

Les représentations Speh((5, n) sont unitaires. 

Nous venons donc de déterminer 11^ lorsque est irréductible. Pour le cas général, nous 
laissons au lecteur le soin de montrer que l’on a le résultat suivant. 

Proposition 3.8. — Si tp = ©î=i,,,,,r'0i ^st une décomposition en irréductibles, alors 

(3.2.8) = Xi n^.. 

Par définition, 11^ = et l’exercice consiste à montrer que le paramètre de Langlands de 
la représentation irréductible Xj 11 ^. est bien 

Remarque 3.9. — Un résultat de Vogan |Vog86| (voir aussi [TadOQj et [Bar03j i affirme que 
cette représentation est unitaire et irréductible, en particulier, elle ne dépend pas de l’ordre 
dans lequel on prend le produit. 


4. Paramètres de Beilinson-Bernstein pour U{p, q) 


Dans cette section, G est le groupe unitaire U(p, q). Posons p + q = N. Fixons une involution 
de Cartan r de G, et soit K = \e sous-groupe compact maximal de G correspondant. On a 
K ex U {p)xU {q), et Kq ~ GLp(C) x GLq(C). Soit 3§ la variété des drapeaux de g. Donnons un 
paramétrage combinatoire de Kc\3^. Pour cela, notons 3^ l’ensemble des involutions du groupe 
symétrique 6n et introduisons l’ensemble dont les éléments sont des couples (r?,/»;), où 

rj & 3 n et fri est une application de l’ensemble des points fixes de p k valeurs dans {± 1 } qui 
vérifie, si l’on note m le nombre de 2 -cycles dans la décomposition en cycle de rj : 


m+\fn^{{l])\=p, m + \fn^{{-l})\=q. 

Adoptons une notation symbolique assez commode pour les éléments de en écrivant 

par exemple : 

f/= (-é - 1 + 23 --312) 

pour désigner l’élément dont les points fixes {i) de l’involution sous-jacente ï] sont repérés un 
signe ± en position i, et bien entendu fr]{ii)) = ±- Les 2-cycles (ij) sont donnés par les positions 
i et j où apparaissent les mêmes nombres, ici (3,10), (5,11) et (6,9). L’élément donné ici est 
dans Par exemple, pour {p, q) = (2,1), on a 


— {(+ + “)> (3-!■)) (“ + +)> (ll+)> (1 + (+11)}- 


Le théorème 2.2.8 de |Yam97j donne une paramétrisation explicite de Kc\3ê par 
Notons 

fj € 4^*^’ Qfj G 


cette bijection. L’ordre naturel sur Kc\3^ induit par transport de structure un ordre sur 
qui est décrit en partie dans la section 2.4 de [Yam97] . Seules certaines arêtes du diagramme 
de Basse sont données dans [Yam97| . pour avoir la description complète de l’ordre, il faut 
rajouter les arêtes obtenues par la « condition d’échange > (3) de [MTn9j . On peut aussi 
définir facilement une fonction longueur sur 4^^’^ qui va coïncider avec la dimension des 
orbites via la bijection. Pour cela, posons pour tout fj = (rj, /^) G , 


^a(^) = ^(p(p-l)+^( 7 -l))+ (^(j-i)-|{ 2 -cycles (A :0 de r/, k < i < l < j}\y 

2-cycles {ij) de rj, 
i<j 
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Nous pouvons maintenant décrire plus précisément l’ordre sur : il est gradué par la 

fonction et il suffit de donner la liste des couples d’éléments (?/, ^ ^ tels que 

= hiv') + 1 et Tÿ > rÿ', c’est-à-dire les arêtes du diagramme de Masse. On a une arête 
lorsque l’écriture symbolique de fj' est obtenue à partir de celle pour fj soit en remplaçant 2 
symboles consécutifs de la forme (aa), a € (correspondant à un un 2-cycle {i,i -)- 1)) par 
(h—) ou (—h), soit en permutant deux symboles consécutifs qui ne sont pas tout deux des 
signes (par exemple (1 -|- 1) et (-1-11)). (cf. [Yam97] l. et il faut ensuite ajouter toutes les arêtes 
obtenues par la condition d’échange (3) de [MTOQ] . 

Fixons maintenant une représentation F de dimension finie de G = JJ{p,q). Notons ni?(G) 
l’ensemble des classes d’équivalence de représentations irréductibles de G ayant même ca¬ 
ractère infinitésimal que F. Les sous-groupes de Cartan de G = \J{p,q) étant connexes, la 
paramétrisation de Beilinson-Bernstein [BB8Ï] , voir aussi [Mn], |Vog83| Cor. 2.2 et |Vog81| 
Chapter 6) nous donne une bijection 

~ Kc\^ ~ Mi.(G). 

Remarque 4^.1. — Dans cette description, la partition de ni7’(G) en L-paquets est parti¬ 
culièrement simple : deux paramètres rÿ, f]' G correspondent à des représentations dans le 

même L-paquet si et seulement si les involutions sous-jacentes p et p' dans 3^ sont égales. Ceci 
nous donne une paramétrisation de ‘h(G) par Jj\f. On voit dans ce cas que la longueur ne dépend 
pas des éléments du paquet. Nous verrons plus loin que la longueur t'a est reliée à la longueur 
de Vogan, notée dans cet article êy ( [Vôi83] et rvôjs^ ). La propriété mentionnée ci-dessus 
pour les paquets de Langlands est en fait une propriété générale de la longueur de Vogan. 


5. L’espace tordu Gn, le groupe non connexe G~^ et leurs représentations 


5.1. L’espace tordu Gn et ses représentations. — On note r 

( 

Cartan de Gn- Soit Jn £ Gjy la matrice antidiagonale 


g ^ l’involution de 

-r ^ ^ 

1 


. . . . / 

On note Ojy : Gat —Gat l’automophisme défini par g i->- Jjy . C’est un auto¬ 

morphisme intérieur à l’involution de Cartan r, mais qui a l’avantage de préserver l’épinglage 
standard. 

Nous pouvons maintenant définir le produit semi-direct = Gat x {On)- C’est un groupe 
algébrique réductif non connexe. L’automorphisme Ojy étant d’ordre 2, ce groupe compte deux 
composantes connexes, et l’on note Gn = Gn » On celle qui ne contient pas l’élément neutre. 
On note Gn l’ensemble des points réels de Gat. On obtient ainsi un espace tordu au sens 
de Labesse |LW13] . Pour le lecteur intéressé, remarquons que la construction ci-dessus est 
particulièrement simple puisque l’espace tordu en question est l’ensemble des points réels d’une 
composante connexe d’un groupe algébrique, comme c’est le cas d’ailleurs de tous les espaces 
tordus pour lesquels on sait faire des choses intéressantes (par exemple, la stabilisation de la 
formule des traces). 


On appelle représentation de l’espace tordu Gn (ou pour faire bref représentation tordue) 
tout triplet (ffjVr, V) où V est un C-espace vectoriel muni d’une représentation vr de Gn et où 
TT est une application ff : Gn —>■ GL(V) tels que 


(5.1.1) 


^(gixg 2 ) = vr(c/i)7r(x)7r(c/2), (gi,g 2 G Gn, x G Gn)- 


Si (vr, V) est une représentation de Gn, on note vr®^ la représentation définie par 
(5.1.2) 7r®^(5r) = 7r(é'Ar(c/)), (5 G Gat). 
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Si (tt,!/) est une représentation de Gat telle que est équivalente à tt, on dit que vr est 
0Ar-stable. Si (tt,!/) est une représentation unitaire irréductible, ou bien un module d’Harish- 
Chandra irréductible, ceci est équivalent au fait que (vr, V) soit équivalente à sa contragrédiente. 
On dit alors aussi que tt est auto-duale. 

Si ( 7 r, 7 r, y) est une représentation de l’espace tordu Gn, il résulte de (Ib.l.ip que n{6i\f) 
entrelace tt et vr®^. Si l’on est dans une situation où le lemme de Schur s’applique, par exemple 
si TT est une représentation unitaire irréductible de G^, alors 7r(0jv) est en fait déterminé par 
TT à un scalaire non nul près. Réciproquement, si A est un opérateur d’entrelacement inversible 
entre vr et vr®^, on peut, définir tt : Gn —>■ GL(1/) par n{g6N) = '^{g)A, g € G^, et ceci fait de 
(if, TT, R) une représentation de l’espace tordu Gn- 

La définition de représentation d’espace tordu s’adapte facilement aux modules de Harish- 
Chandra, nous laissons au lecteur le soin de faire ce travail. Soit (tt, vr, R) une représentation 
de l’espace tordu Gn-, telle que le caractère de vr soit bien défini comme distribution sur Gn 
par la théorie d’Harish-Chandra (par exemple, tt est de longueur finie et admissible, à valeurs 
dans un espace topologique localement convexe raisonnable). On peut alors définir de façon 
analogue le caractère tordu de tt. Tout d’abord, remarquons que Gn est muni d’une mesure 
invariante par les deux actions de Gat : on transporte une mesure de Haar sur Gn vers Gn par 
le difféomorphisme g gON = g x On- Ensuite, pour toute fonction test f £ Un = ^^{Gn), 
l’opérateur 

^(/) = L fiÿ) ^{ÿ) dy 

JGn 

est un opérateur à traces, et 

(5.1.3) feTÎN^ Tr(T(/)) 

est une distribution sur Gn, invariante par l’action adjointe de Gn- 


5.2. Normalisation des extensions à G^. — Soit {Tt,TT,V) une représentation de l’espace 
tordu Gn, telle que ^{OnŸ — My. Alors on peut définir une représentation tt~^ du groupe 
G)!) dont la restriction à Gn est tt en posant vr+(g0Af) = '^{g)^{0N)- Par exemple, si {tt,V) 
est une représentation à laquelle s’applique le lemme de Schur (une représentation irréductible 
unitaire, ou un module d’Harish-Chandra irréductible), et que est équivalente à vr, alors ce 
lemme entraîne que l’on peut choisir l’opérateur d’entrelacement A réalisant cette équivalence 
de sorte que A^ = Id, et ainsi permettre de définir deux extensions (les seules possibles) à G^, 
disons 7 r + et tt~, en posant respectivement tt~^(0n) = A et tt~^(0n) = —A. Réciproquement, une 
représentation du groupe G^ définit naturellement une représentation de l’espace tordu Gn- 
Ainsi, l’on voit que l’on dispose de trois notions très proches : 

(5.2.1) Les représentations (tt,V) de Gn telles que est équivalente à tt. 

(5.2.2) Les représentations (7f,7r, R) de l’espace tordu Gn- 

(5.2.3) Les représentations {tt~^,V) du groupe G'^. 

Il sera commode d’énoncer certains résultats en terme de représentations du groupe G^. Par 
exemple, si (7r+,R) est une telle représentation avec A = tt~^{9n) £ GL(R), et si (7r,7r, R) est 
la représentation de l’espace tordu associé, on pose 

(5.2.4) Ti(TT+(f)) = Tr(T(/)) (/ G 7{n)- 


14 




Ceci définit une distribution sur Gn, invariante pour l’action par conjugaison de Gn- On peut 
exprimer 7f(/) en fonction de vr := et A par : 


(5.2.5) 


^(/) = L fiÿ) dy 

JGn 



figG) T^{g) A dg. 


Remarquons que si la représentation (7r+, V) de G~^ est donnée par une représentation (vr, V) 
de G N et un opérateur d’entrelacement inversible A entre vr et vérifiant = Idy, et que 
(tt”, V) est l’extension de tt à G~^ obtenue en remplaçant A par —A, alors 


(5.2.6) Tr(7r+(/)) = -Tr(7r-(/)), (/ G Un)- 


Soit (tt, V) une représentation irréductible de Gn à laquelle s’applique le lemme de Schur et 
supposons que est équivalente à vr. Nous allons expliquer comment imposer un choix entre 
les deux extensions vr^ de vr à G~^, grâce aux fonctionnelles de Whittaker. 

On fixe une donnée de Whittaker {Bd, x) de Gn de la manière suivante. On considère sur M 
le caractère additif : x exp 2iTTX et l’on définit sur le radical unipotent du sous-groupe 
de Borel Bd des matrices triangulaires supérieures dans Gat le caractère 


X : {uij) ii{ni2 + n23 H-h +nN-i,N)- 

Soit (vr, V) une représentation de Gat dans un espace vectoriel topologique localement convexe 
raisonnable (Hilbert, Banach, Fréchet, limite inductive de Fréchet, ...). Soit 14o le sous-espace 
des vecteurs de V et son dual topologique. Une fonctionnelle de Whittaker sur (vr, U) 
est un élément H G telle que 

(5.2.7) ü{TT{n)v) = x{n)0.{v), (u G Uoo), (^ G N^). 


Remarque 5.1. — Le sous-groupe unipotent Nd est stable par 9n et x{GN{n)) = xi^j pour 
tout n G Nd- 


Supposons tout d’abord (vr, U) tempérée (en particulier unitaire) et irréductible. Alors, un 
résultat de Shalika |Sha74] affirme que (vr, V) admet une fonctionnelle de Whittaker non nulle, 
unique à un scalaire non nul près. 

Soit P = MN un sous-groupe parabolique standard de Gat de facteur de Levi M et de radical 
unipotent N. La donnée de Whittaker {Bd,x) sur Gn définit par restriction une donnée de 
Whittaker {Bm, Xm) = {Bd H M, X|MnWd) pour M. Il est clair que le résultat de Shalika s’étend 
immédiatement aux représentations tempérées de M, et même à celles qui sont essentiellement 
tempérées, c’est-à-dire produit tensoriel d’une représentation tempérée avec une représentation 
de dimension un. Supposons plus généralement que (cr, V) soit une représentation de longueur 
finie de M admettant une fonctionnelle de Whittaker non nulle Qm (pour la donnée de Whittaker 
{Bm, Xm))- Rappelons comment définir une fonctionnelle de Whittaker non nulle sur Indp^ (cr). 
Pour ceci, nous suivons la discussion dans |Artl3j . p. 111, auquel nous renvoyons pour les 
notations (usuelles) non introduites ici (voir aussi |Art89aj L Soit A G et a\ la torsion de 

a par le caractère de M défini par A. On réalise l’espace de la représentation induite Indp^ (cr) 
comme un espace de Hilbert J^p{a) de fonctions sur le sous-groupe compact maximal K = G]y, 
cet espace restant le même lorsque cr est remplacée par a\ (c’est l’action de Gat qui change). Si 
h G Afp{a), il faut poser 

(5.2.8) K,x{x) = a{Mp{x)) • h{Kp{x))e^^+PAiHp{x))^ ^ 

pour obtenir un vecteur dans l’espace usuel de Indp^(crA). Soient wi et les éléments les plus 
longs dans les groupes de Weyl de Gn et M respectivement, posons îDm = wiwf^, M' = wm - AI 
et soit P' = M'N' le sous-groupe parabolique standard de Gn de facteur de Levi standard M'. 
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Fixons un représentant wm de wm dans Gn (nous le ferons explicitement plus tard en (17.4.21) 1. 
Pour tout h € l’intégrale de Whittaker 

(5.2.9) Wh{h,ax)= [ ^M{ha,x{w]^n')) x{n')~^ dn', {h e Jifp{a)) 

J N' 

converge absolument lorsque îîe(A) se trouve dans un certain cône et admet un prolongement 
analytique comme fonction de A G ^ entier 1 JShaSl] Prop. 3.2, voir aussi 

(ShalOj . lemma 3.6.8 et corollary 3.6.11) . La fonctionnelle 

(5.2.10) ^ Wh(/i, a) 

est alors une fonctionnelle de Whittaker non nulle pour Indp^((T). Remarquons que ces 
définitions dépendent du choix de wm- 

Lorsque la fonctionnelle de Whittaker VIm est unique à une constante multiplicative près, il est 
expliqué dans [ShalO] que l’induite Indp^ (a) admet à un scalaire près une unique fonctionnelle 
de Whittaker, qui est donc celle notée fl définie ci-dessus. En particulier, les représentations 
standard admettent une fonctionnelle de Whittaker non nulle, unique à un scalaire non nul près. 

Soit (tt, V) une représentation irréductible 0Ar-stable de Gat. On fixe une extension 7r+ de tt à 
G~^ de la manière suivante. Soit {p, W) la représentation standard d’unique sous-représentation 
irréductible (vr, V). Comme nous l’avons remarqué plus haut, la représentation standard (p, W) 
admet une unique droite de fonctionnelles de Whittaker. Fixons l’une d’elle, n, non nulle, mais 
remarquons que ce choix n’a aucune incidence sur ce qui suit. Il découle des théorèmes de 
classihcation que p est aussi ^Tv-stable. Soit A un opérateur d’entrelacement non nul entre p et 
p^^. En tenant compte de la remarque 15.11 on calcule pour tout v G I4o et tout n G Nd, 

n O A{p{n)v) = rL{p^^{n)A{v)) = Q.{p{9N{n))A{v)) = x(n) 12 o ^(n), 

ce qui montre que 12 est aussi une fonctionnelle de Whittaker non nnlle pour (p, V). Il existe 
donc c G tel que 12 o ^ = cl2. Posons p'^{6n) = c~^ A. On a alors 12 = 12 o p'^{9xj) et 
P~^{dNŸ — Idw) ce qui fait que l’on définit ainsi une extension p"*" de p à G~^. 

L’opératenr d’entrelacement A fixé comme ci-dessns préserve l’nnique sous-représentation 
irrédnctible vr, et définit ainsi nne extension de vr à G~^. Celle-ci ne dépend pas des choix faits 
ponr la constrnire (antres que celui de la donnée de Whittaker). On note encore 7r+ = (ff, tt, V) 
la représentation de l’espace tordu Gn donnée par 7r+. 

Définition 5.2. — Soit (vr,I7) nne représentation irrédnctible 0Ar-stable de Gn- L’extension 
7r+ de TT à G)!) ou à Gat construite ci-dessus sera appelée extension canonique, ou encore extension 
déterminée par la donnée de Whittaker. 

Remarque 5.3. — Ceci n’est pas la façon dont procède Arthur dans |Artl3j . p. 63-64, ponr 
définir les extensions canoniques, mais les deux définitions sont en fait équivalentes. Ponr vérifier 
cette assertion, remarqnons que celle-ci est tautologique pour les représentations tempérées. 
Grâce anx propriétés d’analyticité de la normalisation d’Arthur (^ |Art13| . p. 64) et à celles des 
fonctionnelles de Whittaker obtenues par prolongement analytique de l’intégrale (|5.2.9I) , il snffit 
de vérifier l’assertion dans le domaine de convergence, domaine dans lequel un calcul direct 
permet de conclure. 

Définition 5. 4 . — Soit tt une représentation auto-duale de Gn et soit tt'*' son extension à G~^ 
on à Gat déterminée par la donnée de Whittaker. On pose alors 

Tr,^(7r(/)) = Tr(7r+(/)) (/G 72^). 
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6. Trace tordue des représentations de Speh antodnales 

6.1. Résolution de la représentation triviale de GL„(C). — On adopte dans cette 
section les notations sur les représentations des groupes complexes de [BV85j . appliquées au 
groupe GL„(C). On note p la demi-somme des racines de GL„(C) et pour tout w G ©„ (identifié 
au groupe de Weyl de GL„(C)), on considère la série principale X{p, —wp). Si te = 1, cette 
série principale est tempérée et si u) = rro, l’élément de plus grande longueur de &n, cette série 
principale a pour unique sous-module irréductible la représentation triviale Triv„. En général, 
pour tout w G &n, X{p,—wp) a pour unique sous-module irréductible une représentation que 
l’on note X{p, —wp). 

On note 0 l’automorphisme de GL„(C) conjugué par icf.section 15.ip de l’automorphisme 
g !->■ On remarque que l’image par 0 de X{p,—wp) est la série principale X{p, —w~^p). 

On munit le groupe de Coxeter de son ordre de Bruhat <b et de sa longueur usuelle êe- 
Lorsqu’il n’y a pas de risque de confusion avec une autre longueur, ce qui est le cas dans ce 
paragraphe, nous la notons simplement i. Pour tout w, w' G &n tel que i{w) = i{w') -|- 1 et 
w' <B w, il existe un morphisme surjectif de X{p, —wp) sur X{p, —w'p), unique à un scalaire 
près. L’existence d’un tel morphisme surjectif est un exercice facile dans GL(2,C). L’unicité à 
un scalaire près vient de ce que X{p, — w'p) a un unique sous-module irréductible qui intervient 
avec multiplicité un dans X{p, —wp), c’est une propriété des polynômes de Kazhdan-Lusztig. 
Notons fw,w' un tel morphisme et posons fu},w' = 0 si la condition sur les longueurs est vérifiée 
mais pas celle sur l’ordre. 

Pour i = 0,..., £{wo), on note Xi := (î)w\e{w)=iX{p^ ~wp)- Se donner pour tout i G 1,..., 1{wq) 
un morphisme de Xi dans Xj_i, revient bien évidemment à se donner une famille de mor¬ 
phismes {fw,w'){{w,w')\t(w)=ij{w')=i-i} et réciproquemenL _ 

Le résultat suivant est un cas particulier de ceux de [.Toh84j . 

Proposition 6.1. — (i) Il existe des choix de fw,w' comme ci-dessus de sorte que la suite 
d’applications : 

(6.1.1) 0 ^ Triv„ —>■ X{p, —wop) —)> • • • —)> Xj Xj_i ^ ~p) 0 

soit un complexe exact. 

(a) On peut fixer la famille des fw,w' de sorte que pour tout w G &n, U existe un morphisme 
6-invariant de X{p,—wp) dans X{p,—w~^p) vérifiant, quels que soient w,w' avec l{w') = 
i{w) -l, Al^ O _i = 1 et A% O oAl, = . 

Démonstration . Le (i) est dû à Johnson dans un cadre beaucoup plus général. Donnons 
le point clé de la démonstration qui permet d’obtenir aussi (ii). Johnson construit induc- 
tivement (ici en faisant décroître l’indice) les applications fw,w'- Supposons que les appli¬ 
cations sont construites jusqu’à fii+i : Xj+i —>■ Xi, alors Johnson montre que pour tout 
w' G &n de longueur i — 1, X{p,—w'p) intervient avec multiplicité un dans le conoyau 
Yi = Xi/(j)i+i{XiJ^i) et que dimHomGL„(C)(^o-^(P)-'«^V)) = 1- Soit fi^uH un morphisme non 
nul dans HomGL„(c)(^o ~w'p))- En sommant sur les w', on obtient un morphisme de Xi 
dans Xi-i qui convient. On a donc une totale liberté sur les choix de fi^w'- Avec cela on obtient 
aussi facilement (ii). □ 

6.2. Résolution de Johnson de Speh (J (—|, f) — Soit p, n G tels que p > n — 1 
et soit Speh (<5 (~f’ 2 ) ’ représentation de Speh de Gn = G 2 n = GL 2 n(lR) de la définition 
13.71 II se trouve que cette représentation est un Aq(A) de Vogan-Zuckerman (voir par exemple 
}KV95| . p. 330 pour une déhnition de ces représentations). En effet, il existe une sous-algèbre 
parabolique complexe r-stable q = [ 0 u de Al 2 n(C) telle que le sous-groupe de Levi L associé 
soit la copie de GL„(C) naturellement contenue dans GL 2 n(lK)- Le caractère A de L = GL„(C) 
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que l’on induit cohomologiquement est 
Speh ((5 I) ,n) est donné par 


g (det^f)^ Le caractère infinitésimal de 


( 6 . 2 . 1 ) 


—p — (n — 1) —p — (n — 3) —p + (n — 1) p — (n — 1) p — {n — S) 


P + (n — 1) 


et la condition p > n — 1 assnre que ce caractère infinitésimal est bien entier et régnlier. 

On obtient une résolution de Johnson de Speh (J (—f) ’^) manière snivante : on 

tensorise par la résolntion de la représentation triviale de GL„(C) de la section [ïïJl Avec 
les notations de cette section, les modules standards apparaissant dans cette résolution sont donc 
les X{p, —wp) ® Pp,n, w G &n- Comme dans |Joh84] . on indnit ensnite cohomologiquement de 
GL„(C) à GL 2 n(lK) ces modules, pour obtenir des modules standard que nous notons X{w'Wo) = 
X{wwo,n,p) qni fonrnissent les termes d’une résolution de Speh (J (— 1 ,|) ,n). Remarquons 
que nous avons inversé l’ordre de l’indexation sur le groupe &n en multipliant par l’élément le 
plus long wq. En utilisant la comparaison entre la classification des représentations irréductible 
« à la Langlands > et la classification « à la Vogan-Zuckerman >(cf. |Vog81| Chapter 6 ou 
[KV95] . Chapter 11) on calcule que le module standard X{w) = X{w,n,p) de GL 2 n(IK) indexé 
par w dans cette résolution peut-être décrit d’une autre manière, comme induite parabolique 
ordinaire d’une représentation essentiellement de carré intégrable modulo le centre, à savoir 

(6.2.2) Xiw) = X{w, n,p) = x + (i - 1), ^ ~ ~ + (wii) - 1) 

La résolution de Johnson s’écrit alors 


(6.2.3) 


0 ^ Speh ( 6 ( —^0 ^ Xi ^ X n(n-i) 


où Xq = Al(l) et plus généralement Xi est la somme des Al(s), s G avec £{s) = ie{s) = i. Re¬ 
marquons que le module standard A(l) avait été noté I (J (—|, |) ,n) en (13.2.61) . La résolntion 
de Johnson indnit nne identité de représentations virtnelles dans le groupe de Grothendieck : 


(6.2.4) 


ISpeh (« (-|. f )•")■“ S (-l)'“'‘>[V(s)l. 


S£&ri 


ce qui donne en prenant le caractère une identité de distributions 

(6'2-5) esp.h(i(-|,|),„) = E 

se6jv 

Dans cet article, ce ne sont pas les identités (16.2.41) et (16.2.51) . qui nous sont ntiles, mais lenrs 
analognes qui donnent la trace tordue de Speh (ù (—f’ 2 ) ’^) nous établissons dans la 

section suivante. 


6.3. Trace tordue de Speh (j ( — I) ,n). — Nous voudrions maintenant obtenir une for¬ 


mule analogue à (j6.2.5p . mais pour la trace tordue Tr^j^ (Speh (J (—|, |)) ,n). Pour cela, i 
troduisons la définition suivante : 


m- 


Définition 6.2. — Notons 
0-longueur de w en posant : 


l’ensemble des involutions de ©„. Soit w G 3n- On définit la 


(ru) = 


i{w) \i G [l,n];t(;(i) > i\ 


-ê 


C’est le nombre d’orbites pour l’action de 6 dans l’ensemble £w des couples formés de deux 
caractères de la forme 2 ; z'‘ G [l,n], ces couples étant indexés par les (z,j) G [l,n]^ 

vérifiant i < j] et w{i) > w{j). Evidemment |£’^| = l{w). Cette 0-longuenr a aussi été introduite 
et étudiée dans [Inc04j . via la remarqne suivante. 
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Remarque 6.3. — Nous avons déjà rencontré cette fonction longueur dans la section Hl En 
effet, 

(6.3.1) £ 3 ( 77 ) = 4 ( 77 ) + ^{p{p - 1) + q{q - 1)), 

où ici, la longueur du terme de gauche est celle définie sur Jn dans la section [H La vérification 
de cette égalité est un exercice combinatoire un peu fastidieux, pour lequel la lecture de |Inc04] 
nous a été d’une aide précieuse. On peut s’en servir pour démontrer le résultat de la section 
110.31 Mais comme nous donnerons aussi un autre argument qui permet d’éviter d’utiliser cette 
égalité (et même qui la démontre), nous le laissons au lecteur. 

On rappelle que chaque module standard X{w), pour w une involution, est muni d’une action 
de 9 = 9i^. Cette action est celle qui laisse invariante toute fonctionnelle de Whittaker. 

Théorème 6.4- — La trace tordue (cf. Définition \5.4\ ) de Speh (à (—|, |) , 0 ) est donnée par 

(6.3.2) Tre^ (^Speh , 7 r)) = ^ (-l)^»("')Tr 0 ^ (^( 77 ;)) . 

we3n 

Démonstration . On note ici simplement i = £q la longueur usuelle dans le groupe symétrique. 
Le complexe (|6.2.3I) qui résout Speh (à (—|, |) ,n), est muni d’une action de 9 = 9j\f. Il est 
très vraisemblable que cette action est l’image fonctorielle de celle de 9 de la proposition 16.11 
mais plutôt que de vérifier cela, il est plus simple de reprendre l’argument donné dans cette 
proposition pour ajuster les choix des fw,w’- Les morphismes dans la résolution (16.2.31) sont 
obtenus comme somme de morphismes fw,w’ '■ X{w) —>■ X{w') où ici iw' = £iw) + 1. Rappelons 
que nous avons renversé l’indexation entre (16.1.11) et (|6.2.3I1 en multipliant par wq, mais à ce 
changement d’indice près, les fw,w' sont les images par le foncteur d’induction cohomologique 
des fw,w' de (16.1.11) . On obtient pour tout w G un morphisme Aq{w) de X{w) dans X( 77 ;“^). 
Si w n’est pas une involution, X{w)Q)X{w~^) est 0-stable, mais la contribution à la trace tordue 
est nulle. Pour tout w £ Jn, on note alors TrAe{X{w)) la trace tordue de X{w) pour l’action 
de 9 donnée par l’opérateur A 0 {w). On impose comme cela est loisible, quitte à multiplier tous 
les choix de Aq par — 1 , que l’action de ^ 0 ( 1 ), pour tu = 1 est l’action de 9 normalisée par le 
modèle de Whittaker. On obtient alors immédiatement que l’injection de la représentation de 
Speh dans X(l) est 0-invariante et que l’on a : 

(6.3.3) Trgj^ (^Speh (^(5 , 71 )) = ^ (-l)^("’)Tr^g (X(7u)) . 

Pour démontrer le théorème, il suffit de voir que Ag sur X{w) (pour w une involution) diffère 
de l’action de 9 normalisée par les modèles de Whittaker par le signe (—l)^e("')“^("'). C’est ce 
que nous allons voir maintenant, en commençant par un lemme technique. 

Lemme 6.5. — Soit w £ 3n une involution qui n’est pas l’identité. Alors l’un des deux cas 
suivant a lieu (non exclusivement) ; 

(i) soit il existe une involution, w' G 3n telle que i{w') = £{w) — 1 et w' < w et £g{w') = 
£e{w) - 1 ; 

(a) soit il existe w' £ 3n et s £ ©„ tels que i{w') = i{s) — 1 = i{w) — 2, w < s < w' et 
£e{w') = £e{w) - 1 . 

Démonstration . On peut très bien démontrer ce lemme en exhibant w', s pour tout w. Mais un 
référé nous en a donné une preuve élégante. 

Soit X un sous-ensemble de {1,..., tt. — 1} tel que si i £ X alors i + l^X.XX on associe 
une involution qui est le produit des involutions échangeant f et f -|- 1 pour tout i £ X. On note 
ux cette involution. Soit w une involution, alors il existe un sous-ensemble X tel que w soit 
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conjugué dans ©„ de ax- Et on vérifie, par exemple par récurrence sur n que l’on peut écrire 
w = T~^axT où r G ©„ avec les longueurs qui s’ajoutent, c’est-à-dire 

(6.3.4) £{w) = 2i{T) + £{ax)- 

Les 0-longueur sont très faciles à calculer : soit y une involution. On note Inv(7/) l’ensemble 
des couples {i,j) tels que 1 < f < j < n tels que y{i) > y{j) et Exc{y) l’ensemble des couples 
{i,y{i)) tel que i < y{i). Alors £e{y) = . En revenant à (|6.3.4p . on trouve que 

£ 0 {w) = £{t) + 1^1. 

Supposons que r soit l’identité, on fixe alors z G A car par hypothèse X n’est pas vide. On 
note X' l’ensemble X privé de i ei w' = ax’ répond à (i). 

Supposons maintenant que r ne soit pas l’identité. On fixe une symétrie élémentaire, tq tel 
que t' := tqt < t et on pose w' = {T')~^axT' et s = T~^axT'. Ces deux éléments de &n 
répondent à (ii). □ 

En multipliant par l’élément le plus long tco, on obtient 

Corollaire 6 . 6 . — Soit w € 3n une involution qui n’est pas l’élément le plus long wq. Alors 
l’un des deux cas suivant a lieu (non exclusivement) ; 

(i) soit il existe une involution, w' G 3n telle que £{w') = £{uj) + 1 et w' > w et £e{w') = 
£e{w) + 1 ; 

(ii) soit il existe rc' G ùn et s G &n tels que £{w') = £{s) -|- 1 = £{w) + 2, w' > s > w et 
£g{w') =£e{w) + l. 

Remarque 6.7. — Plaçons nous dans le cas de (ii) en fixant w'. Alors s et sont les seuls 
éléments s' vérifiant w < s' < w' et en particulier l’exactitude du complexe (|6.2.3I) entraîne que 

fs,w' ° fw,S ® fw,S~^ 0. 

Pour tout W G 3n, notons 6 {w) l’action de 9 sur X{w) normalisé par les modèles de Whit- 
taker. Nous avons vu ci-dessus qu’il suffisait de montrer le résultat suivant pour terminer la 
démonstration du théorème 16.41 

Lemme 6 . 8 . — Pour tout w G 3n, on a Aq{w) = (— 

Démonstration . Soit cq le signe tel que A 0 {wo) = eo 6 {wo), où wq est l’élément de plus grande 
longueur de 6„. On montre que Ag{w) = eo(—par récurrence 
descendante sur la longueur de w. Ceci est donc vrai par construction pour l’élément w = wq. On 
fixe w € 3n qui n’est pas wq et on lui applique le corollaire 16.61 Plaçons nous dans le cas (i) de ce 
lemme. On fixe w' comme dans (i) et on remarque que fw,w' permet de remonter une fonction¬ 
nelle de Whittaker sur X{w') en une fonctionnelle de Whittaker sur X{w'). 

Remarquons que les morphismes fw\w sont surjectifs. C’est une propriété héritée des morphismes 
de la résolution (I6.1.1|) pour lesquels cela avait été noté. Notons o{vS) le signe que l’on cherche 
à calculer; par hypothèse de récurrence, on a aiw') := eg(—l)^«("'o)“^("'o)(—l)^s("'')“^("''). On a 
donc 

O Ag{w) = Dy,! O O Aq {w) = O Aq{w') O f y, y,, = a{w')Dy,l O f y, ^y,! = CF {w')üy, . 

On en déduit a{w) = a{w'). Or £o{w) = £e{w') — 1 et £{w) = £{w') — 1 et on obtient l’assertion 
cherchée. 

Plaçons nous dans le cas (ii) en fixant w' et s et en reprenant les notations a{w),a{w'). On 
a £{w') = £{w) -|- 2 et £b{w') = £e{w) + 1. On cherche donc à montrer que a{w) = —cf{w'). 
On fixe encore une fonctionnelle de Whittaker Dy,/ sur X{w') et on note Pty, la fonctionnelle de 
Whittaker telle que Dy, = Dy,/ o f^ y,/ o fy, g. On a alors : 

o A 0 {w) = Qyji o fs,yj' o fyj^s o A 0 {w) = Dy,/ o A 0 {w') o fs-i^y,, o fy,^s-^- 
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Ici on utilise la remarque de 16.71 pour remplacer ° ~fs,w' ° fw,s, et l’on obtient 

üw O Ae{w) = -üy,! O A 0 {w') O fs,w' O fw,s = -cr{w')üy,. 

C’est bien le changement de signe cherché. On calcule cq sur l’identité 1 de &n ■ par construc¬ 
tion it( 1) = 1. Ainsi eg = (—(—ceci termine la 
démonstration du lemme, et donc du théorème. □ 

Remarque 6.9. — Nous aurons besoin plus loin de pousser les égalités (I6.2.5p et (I6.3.2p au 
cas où P = n — 1. Le caractère infinitésimal de Speh (ù (—|, |) ,p+ l) n’est plus régulier (0 
apparaît avec une multiplicité 2) dans le caractère infinitésimal. Par continuation cohérente (cf. 
|Vog81| , Chapter 7), (16.2.51) et (16.3.21) restent valides, avec la convention 

(5(0,0) = Triv x sgn. 


7. Induction parabolique tordue 

Le but de cette section est de définir un foncteur d’induction parabolique « tordu » d’un 
sous-espace de Levi tordu M vers l’espace tordu Gn- Nous commençons par fixer des notations 
pour tout le reste de cette section. 


7.1. Notations. — Soient a un entier au moins égal à 1, Ni = 2a et considérons la 
représentation Speh((5 (—|, |) ,a) de GLAr^(E). Soit N' un autre entier au moins égal à 1, et 
soit A' = (A'i,..., A)y,) G C^'. On fait dans la suite l’hypothèse suivante : 

(7.1.1) > |A'|, {i<i<N'). 

Soit M le sous-groupe de Levi standard de GLiv(M) isomorphe à GL 7 Vi(E) x GLjv'(K) et 
soit P = MN \e sous-groupe parabolique standard de facteur de Levi M. 

En (|6.2.2p . nous avons défini des modules standard X{w) = X{w,a,p), w G &a, qui entrent 
dans la résolution de Johnson de Speh((5 (—f ; f) ’ ®)- Ces modules standard sont en position de 
Langlands et admettent un unique sous-module irréductible que nous notons X{w). 


Définition 7.1. — Soit S l’ensemble des représentations irréductibles tïm = vti 0 vt' de M 
telles que 


(i) TTi est une représentation irréductible de GL 7 Vi(E) parmi les X{w),w G &a (ce sont les 
représentations irréductibles de même caractère infinitésimal que Speh((5 (—|, |) , a) dont 
le paramètre dans le Ç-ordre de Bruhat (cf. |Vog83 , |Vog82| ) est inférieur ou égal à celui 
de Speh(J (—|, |) , a)). 

(ii) tt' est une représentation irréductible de GLjv'(K) de caractère infinitésimal X'. 


Remarque 7.2. — Les propriétés du Ç-ordre de Bruhat impliquent immédiatement que l’en¬ 
semble S possède la propriété suivante : si ttm = 'ïïi®!:' est dans (f, et si Xt^^^ est le module stan¬ 
dard dont TÏM est l’unique sous-module irréductible, alors tous les sous-quotients irréductibles 
de Njtm dans (f. 


7.2. Un résultat d’irréductibilité d’induite. — Le résultat d’irréductibilité suivant est 
crucial pour la suite. 

Lemme 7.3. — Pour toute représentation ttm G S, Indp^^^**^(7rM) est irréductible. 

Démonstration . On réalise l’induite comme quotient d’un module standard dont les exposants 
sont dans la chambre de Weyl positive et comme sous-module d’un module standard dont les 
exposants sont dans la chambre de Weyl négative, ces deux modules standard ayant même sous- 
quotient de Langlands. Cela force l’induite à être ce sous-quotient de Langlands et a fortiori 
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à être irréductible. Donnons une idée de la démonstration, les détails se trouvent dans im, 
Lemme 3.1.2 ou dans la version préliminaire de cet article |ARMR) Lemme 10.6. 

La représentation tti = X(w) est donc l’unique sous-représentation irréductible du mo¬ 
dule standard X{w). Notons /' le module standard de GL 7 V'(IR) dont tt' est un sous-module 
irréductible et I le module standard de GLAr(M) dont les exposants sont dans la chambre de 
Weyl négative et dont le caractère est celui de l’induite X{w) x /' (les représentations X{w) x /' 
et I sont des induites à partir de la même représentation du sous-groupe de Levi M, mais pour 
I, on induit d’un sous-groupe parabolique qui n’est pas P, mais celui qui met les exposants de 
X{w) X r dans un ordre standard). Par des opérations élémentaires dans GL 3 (M) et GL 4 (R), 
on fait des échanges de facteurs pour ramener cette induite à / et on vérihe à chaque fois que 
ces échanges sont des isomorphismes. On procède ensuite de même avec le parabolique qui met 
les exposants de X{w) x I' dans un ordre standard inverse. Ainsi la démonstration repose in 
fine sur le résultat suivant dû à B. Speh ( |Spe82| ). 

Théorème 7.4- — Pouri = 1,2, rji désigne soft Triv soft sgn, c’est-à-dire une représentation 

de Gi = GLi(M), auquel cas on pose ni = 1, soit une série discrète ôi = de 

G2 = GL2(M), auquel cas on pose ni = 2 . Alors la représentation 

X , ti^C, f = l,2, 

de Gni+n 2 = 65t réductible si et seulement sf ti —12 € M et si l’on est dans un des 

cas suivant : 

(i) m = n2 = 1, rji = 772 , ti - t2 G 2Z -I- 1. 

(ii) m = n2 = 1, rji / ri2, - ^2 G 2Z^. 

(iii) m = 2,nj = 1, {i,j} = {1,2}, ti - t 2 G Z, -é |ti - t 2 | G N^. 

(iv) ni = n 2 = 2, ti - t 2 G Z, -iLlzM _|_ _ ^ 2 ! g N^. 

En particulier, si p' et p” sont des demi-entiers, une induite de la forme à{—p'',p') x r, où r 
est une représentation irréductible de GLft(M) avec 6 = 1 ou 2, est irréductible si le caractère 
infinitésimal de r est de la forme (m) ou {m',m) avec m et m' des demi-entiers vérifiant : 

(7.2.1) p' > m > m' > —p”■ 

C’est ce critère qui sert dans les échanges de facteurs mentionnés ci-dessus, et plus 
précisément, on l’applique avec p' > p/2 — (a — l)/2 et —p" < —p/2 -|- (a — l)/2, l’hypothèse 
(I7.1.1|) garantissant que l’on a bien (I7.2.ip . □ 

Notons la conséquence suivante du lemme 17.31 

Corollaire 7.5. — Soient X{w), w G 6 n une des représentations standard de GL 7 Vi(R) 
définie en 15.2.31) et X' un module standard de GLjv' de caractère infinitésimal X. Considérons 

X{w) X X'. 

Cette représentation n’est pas une représentation standard a priori car les facteurs ne sont pas 
forcément dans un ordre standard. Les arguments de la démonstration du lemme |7.3| montrent 
que l’on peut permuter les facteurs dans l’induite pour l’amener dans un ordre standard. Elle 
admet donc un unique sous-module irréductible. 


7.3. Morphismes entre représentations standards. — Nous allons introduire les 
représentations standard de G^' de caractère infinitésimal et maximales pour le Ç-ordre de 
Bruhat (cf. |Vog83| , |Vog82| ). Ce sont des séries principales. On suppose que A' = (A/,..., 
est donné dans un ordre standard, c’est-à-dire que (îîe(A())i est une suite croissante. 


Définition 7.6. — Soit e' = (e},... ,e)v') ^ {Triv,sgn}^/ Posons alors 
(7.3.1) /(e', A') = x 621/^2 x • • • x , 
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C’est une représentation standard de Gj^i. Posons aussi 
(7.3.2) 4 = X(1)®/(£',A') 

e' 

Remarque 7.7. — Soit vr un sous-quotient irréductible de et soit le module standard 
dont TT est l’unique sous-module irréductible. Il découle de la remarque 17.21 que tous les sous- 
quotients irréductibles de sont dans S". 


Lemme 7.8. — Soit ttm = vri 0 tt' € S". Soit Xm le module standard de M dont ttm est 
l’unique sous-module irréductible. C’est un produit tensoriel des modules standard Xi de Gni 
et X' de Gpfi dont tti et vr' sont les uniques sous-module irréductibles. 

Alors il existe un morphisme surjectif (de représentations de G^i) 

hi : X(l) ^Xi, 

et il existe ef = € {Triv, sgn}-^^ et un morphisme surjectif (de représentations de 

G N') 

h' : I{ef, A') ^ X'. 


Démonstration . Le premier point découle immédiatement par une récurrence sur la longueur 
du fait que si w,w' sont dans ©« avec w <b w' et ê{w) = £{w') — 1, alors le morphisme fw,w' 
entrant dans la résolution (I6.2.3p est surjectif. Pour le second, on raisonne par récurrence sur 
N'. Il n’y a rien a montrer si N' = 1, et si X' = 2 ou X' = 3 l’assertion du lemme est facile 
à vérifier car la structure des représentations standard est totalement connue dans ces petits 
rangs. On suppose donc X' > 4 et le résultat établi pour N" < N'. On écrit 

(7.3.3) X' = a X P 


où a est une série discrète de Gd, d = 1 ou 2 et p une représentation standard de Gf^ji^d- 
Rappelons que la condition pour que X' soit une représentation standard admettant une unique 
sous-représentation irréductible est que ce soit une induite de séries discrètes écrites dans un 
ordre standard. Or, avec les notation de la définition 13.11 e{ev^) = îîe(A) et e{ô{ai,a 2 )) = 
îîe Si d = 1 ceci implique que la représentation a est de la forme Si d = 2, 

alors nécessairement dans l’écriture de X' en produit de séries discrètes dans l’ordre standard 
inverse, il apparaît une série discrète de la forme d(A'^, A() (avec en particulier îîe(A() > îîe(A()) 
et à gauche de celle-ci dans le produit uniquement des séries discrètes d(A',A'^) pour j < k G 

{2,..., s — 1} avec 5ïîe d’après le théorème 17.41 on a alors 

d(A', A',) X d(A'i, A'J = d(A;, A() X Ù(A', A',) 

car les deux membres sont des représentations irréductibles. On peut donc supposer que l’on a 
a = d(A'^,A() dans (j7.3.3D . 

Dans le cas d = 1, on conclut en appliquant l’hypothèse de récurrence à /o : il existe des 
caractères G {Triv, sgn}, i = 2,..., N' , tels que l’on ait un morphisme surjectif 

82 ^^'^ X ... X P 


et l’on en déduit par fonctorialité de l’induction parabolique un morphisme surjectif 

X ... X ^ a x p = X'. 


Si (T = (î(A(, A() pour un s G {2,... , X'}, on applique encore l’hypothèse de récurrence à p : 
il existe des caractères £i G {Triv, sgn}, i G {2,... ,X'} \ (sj, tels que l’on ait un morphisme 
surjectif 




X ... X e 


s-C 


X e 


s-l-l 




X . . . 


X s 


'jv' 


P- 
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Par fonctorialité de l’induction parabolique, on a un morphisme surjectif 

(5(Ai, A'^) X X • • • X X x • • • x e'j^iv^n’ a x p = X'. 

Si s = 2, comme il existe € {Triv,sgn} et un morphisme surjectif 

e'iv^^ X —» (5(A^^,A2), 

on en déduit immédiatement l’assertion. Supposons donc s > 3. Si 3îe(A'5) = 3îe(A2), alors 
3îe(A9 = 5ïîe(A2) pour tout i € {2,..., s} et l’on est ramené au cas précédent grâce au théorème 
17.41 Si 3fîe(A2) < 3fîe(A^), il existe e'^ € {Triv,sgn} et un morphisme surjectif 

X (5(A2,A'^) ^ 5(A']^,Ag) x 

(c’est une situation dans GL 3 (R)). On a donc un morphisme surjectif 

X (Î(A 2 , A(.) X x • • • x x x • • • x X'. 

On applique encore une fois l’hypothèse de récurrence à (5(A2, A^) x x • • • x x 


X • • • X pour conclure. 


□ 


7.4. Opérateurs d’entrelacement. — Définissons l’automorphisme involutif 6 m par la for¬ 
mule 

(7.4.1) 

. On a alors 6M{rn) = ■ Posons aussi 

(7.4.2) wm — JnJm • 

Soient P' le sous-groupe parabolique standard de facteur de Levi wm ■ A7 • w~j^ et N' son radical 
unipotent. On définit, pour tout s = (si, s') G C^, le caractère Xs_ de M par la formule 

X^{rn) = |det(5i)|*i x |det(5')l^' 
lorsque m ^ M est comme en (17.4.11) . 

Soit tïm une représentation de M (disons de longueur finie). On définit l’opérateur d’entre¬ 
lacement 

(7.4.3) M {s, WM, ttm) : Indp^ {-km ® Xs) —^ IndpA [wm ■ (vtm O Xs)) 

comme fonction méromorphe de s par prolongement analytique d’une formule intégrale 1 |KS71| . 
[KS80] . }Sch71j , voir aussi [Art89aj . § 1). Plus précisément, on considère une autre réalisation 
de Indp^(7rM <8) Xs)) où l’espace de la représentation est un espace de fonctions J'Pp{'nM) sur 
le compact maximal G]y de Gn, cet espace ayant l’avantage de ne pas dépendre de s (c’est 
l’action de Gn qui en dépend). Si / G JPp{7:m), soit fs la fonction de Indp^(7rM ® y^) qui 
lui correspond par l’isomorphisme (donné en (I5.2.8p avec des notations légèrement différentes) 
entre JPp{TrM) et Indp^(7rA^ (g) y^)- On pose alors 

(7.4.4) {M{s,WM,T^M){fs)){g) = [ hiw^n'g) dn'. 

J N' 

Cette intégrale converge absolument dans un certain cône de et est analytique en s dans ce 
cône. Elle admet un prolongement méromorphe à C'^. 

Remarquons que M{s,wm,'^m) dépend du choix de l’élément wm fait ci-dessus et pas seule¬ 
ment de sa classe dans Nq{M)/M. 

Posons Nm^% = m n Nd, Nm'^^ = M' n N^. La donnée de Whittaker {Bii,x) pour Gn 
définit par restriction des données de Whittaker {Bd (h M,xNmii) ®t {Bd n M',xNj^, ^)- On a 

■ ^M',0 = et WM ■ XNM,ÿ = 


Posons Jm = 


J Ni 


J N' 
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Nous avons introduit en (I7.3.2p les représentations standard de M, e G {Triv, sgn}'^ . 
Pour un tel e , fixons une fonctionnelle de Whittaker non nulle sur On vérifie facilement 

e' e' e' 

que est aussi une fonctionnelle de Whittaker pour Ij^ O Xs ainsi que pour wm ■ {Im ® Xs)- 
La formule intégrale (|5.2.9p . ou plutôt son prolongement analytique, définit ici. 15.2.lÜI) des 
fonctionnelles de Whittaker non nulles sur Indp (g) Xs) et Indp^ {wm ■ {Im ® Xs)) Que nous 
notons respectivement fl-(s) et £l'- (s). 

La proposition suivante utilise de manière cruciale les résultats de F. Shahidi |Sha81j . 

Proposition 7.9. — (i) Il existe une fonction méromorphe s e->■ r{s) telle que pour tout e' G 
{Triv, sgn}'^’’, l’opérateur d’entrelacement : 

(7.4.5) N{s,wm,Im) = r{s)~^M{s,WM,lM) 
soit holomorphe et inversible au point s = 0 et vérifie 

(7.4.6) i4^'(l) = O - (s) O N{s,wm,Im)- 

(m) Pour toute représentation de longueur finie ttm de M dont tous les sous-quotients 
irréductibles sont dans S, l’opérateur 

(7.4.7) N{s,WM,'n'M) = r(s)“^M(s, îum, ttm) 

est alors holomorphe et inversible au point s = 0. (Remarquons que le facteur r ne dépend pas 
de ttm-) 

{iii) Si de plus ttm est standard et si PLm est une fonctionnelle de Whittaker non nulle sur 
ttm, o/ors Indp^ (ttm <8)Xs) etlnd^? {wm ■ {t^m^Xs)) admettent des fonctionnelles de Whittaker 
non nulles n(s) etQ'{s) fixées comme ci-dessus (prolongement analytique L5.2.1Œ) de la formule 
intégrale h5.2.9\) ) et 

(7.4.8) n(s) = fl'(s) O N{s, WM, ttm). 


Démonstration . Commençons par montrer (i). Posons pour tout e' = (e{,...,e(y,) G 

(Triv, sgn}-^^ et pour tout i = 1,... ,a, 

if:, = i,, = i + (. -1). + (t -1,). 

Posons aussi pour tout e' = (e{,... ,e(y/) G {Triv, sgn}-^^ et pour tout j = 1,..., N', 

Soit Wm l’élément de groupe de Weyl Wq dont wm est un représentant et écrivons 


Wm — Lî'i ! • • ■ ) De 

comme produit de longueur minimale de générateurs de Wg (ce groupe est isomorphe à 6 jv et fk 
correspond à la transposition (k, A:+l) par cet isomorphisme. Soient ..., des représentants 
des fi dans G, de sorte que wm = Di ■ ■ ■ De- ^ alors une factorisation de l’opérateur d’en¬ 
trelacement 

(7.4.9) M{s,wm,Id) : X{1)W^ x /(e', X')W' I{e', x X(l)i/*i 


en produit d’opérateurs d’entrelacement correspondant aux r^j,. En effet, nous avons : 

X{lfi' := X(l) = Xi=i,„„„ si-, /(e', A') = 4,r 

Considérons un produit des dans un ordre quelconque. Lorsque deux couples {j,j'), {k, k') 

dans ce produit sont tels que ô-■,W'’ apparaît immédiatement à gauche de disons en 

J-iJ ^5^ 
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e' / / 

position m et m + 1, notons encore ^ ki{Tm^s) l’opérateur d’entrelacement échangeant ces 
deux facteurs par 


(7.4.10) 


JJ 


X ^k,k'^ 




^k,k'^' 




X 


e' ^ 

et agissant trivialement sur les autres. Ainsi M{s,wm, 1^) peut s’écrire comme composition 
d’opérateurs Mj^ ^,{Trai s) avec j = 1 et A: = 2. Soit la fonction méromorphe 

introduite par F. Shahidi dans [ShaSlj . §3.1 comme facteur les opérateurs ^ (r^, s), et 

posons 


N: 


j,j',k,k 

■£' 


i(Try 


,s = r- 


fc'U) 




I (Ati) s.) ■ 


Comme ôjj, x (î| ~ (5| x -, est irréductible, Njy ^i{Tm,s) est holomorphe et bijectif en 

e' 

s = 0. D’autre part, et c’est crucial, remarquons que les fonctions -, ^ ^,(s) ne dépendent pas 
de e'. C’est clair si j = A: = 1, et si j = 1 et A; = 2 on a : 


X = ô 


— ^'k' ^ 


—P — (a + 1) P — (a + 1) \ , A , 

——- -+J - -+J X 


+ /, X 


= e'fc, X 52,k'T^^^) 


Ceci est immédiat car pour tout e G {Triv,sgn} et toutes représentations pi, p 2 de G a et Gh 
respectivement, ea+6(pi x p 2 ) = (eaPi) x {£bP 2 ) et si 8 est une série discrète de G 2 , eà = 8. 
L’opérateur d’entrelacement (17.4.101) dans ce cas devient un opérateur 

4' X (52,fc'î/^=) —^ e'fc/ X 

donné par prolongement analytique d’une expression intégrale qui ne dépend pas de e'^/. 
Le facteur n’en dépend donc pas non plus, et nous le notons simplement 

'£j,j',k,k'(â)- Le facteur r(s) est alors défini comme le produit correspondant des 
et N{s,wm,Im) = M{s,wm, Im) est le produit des A-^., ^ s). L’opérateur d’entre- 

lacement N{s,wm,Im) est holomorphe et inversible au point s = 0 car les Nj ^ §) le 

sont, et la propriété (17.4.61) est immédiate puisque la normalisation choisie est celle de Shahidi 
(cf. |Sha81] . §3.1 ) et que les opérateurs de Shahidi vérifient la propriété voulue de factorisation 
(§3.2 de [Sha81| L Ceci termine la démonstration du {i). 


Montrons maintenant que l’on a (n) pour une représentation ttm G ^ irréductible. Comme 

l’élément wm ne joue plus de rôle important dans ce qui suit, notons simplement N {s, Ij^) pour 

e' V g-/ 

N{s^wm^Im)- D’après le lemme iTTSl il existe des sous-modules Vi et V 2 de tels que 

L 1 /C 2 ^ vtm- 

e' s' 

On note L^|y. la restriction de à V), i = 1, 2. 

On a un diagramme commutatif 


lndp^{I%\V^^xd 


Indp^ ^ Xs) 


-^ Indpf (îUM • (Imivi ® ^4) 




Indpf (îCM • {Im®Xs)) 
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V v / e' 

où les flèches verticales sont les inclusions évidentes. Comme est holomorphe et inver- 

g/ 

sible en s = 0, il en est de même de N{s, 

De même, on a un diagramme commutatif 


Ind^^ ^ Xs) 




Indpf'iwM • (/f^|V2 


Ind^^(lf^l^^ ®Xs) 




IndpùfruM • C> Xs)) 


Indp^ (ttm ® Xs) 


N{s,7rM) 


Indpf'fîUM • (ttm ® xJ) 


0 0 

les colonnes étant exactes. Il en découle immédiatement que N{s, et A^(s, ttm) sont holo- 

morphes en s = 0, le premier étant aussi inversible et le second surjectif. Si u € ker(A^(0, tta^)), 
relevons v en un élément w € Indp^(/|^|y^). L’élément N{0, lj^^y^){w) se projette sur l’élément 

nul de Ind^f ^{wm • t^m) et est donc dans l’image de Indpf^fîUM • L’élément w est 

donc dans l’image de Indp et ainsi u = 0, ce qui montre que A^(0,vrjvf) est injectif. La 

première assertion du {ii) est donc démontrée pour ttm irréductible. 

Passons au cas général. Supposons que N{s,ttm) ait un pôle en s = 0. Choisissons une 
fonction holomorphe si-^l{s) telle que 1(0) = 0 et s i-)- l{s)N{s,7rM) soit holomorphe non nul 
en s = 0. Soit V un sous-module irréductible non nul de 

l{s)N{s,TTM)j 

/ s=0- 

Comme tout sous-quotient de ttm est dans (a, il existe un G ^ tel que V ~ Indp^(7r(y^). 
L’opérateur lis)N{s,TT'yj) est holomorphe et non nul en s = 0 par définition de l et de V. 
D’autre part, nous avons montré ci-dessus que N{s, ir'jy) est holomorphe en s = 0. On obtient 

alors I l{s)N{s,7r']y) | = 0 ce qui constitue une contradiction. L’opérateur A^(s, ttm) est donc 

holomorphe en s = 0. 

Supposons ker[iV(0, ttm)] non nul, et soit V un sous-module irréductible de ker[A^(0, vr^)]- H 
existe n'jy G S tel que V ~ Indp^(7^(^^). Nous avons montré ci-dessus que l’opérateur N{s,Tr'jy) 
est holomorphe et inversible en s = 0. Ceci est manifestement incompatible avec le fait que 
N(0, ttm) soit nul sur V. Ceci montre que iV(0, ttm) est injectif. On montre de même que 
N(0, ttm) est surjectif en considérant un quotient irréductible V de coker[iV(0, ttm)] • Ceci 
termine de montrer (ii) 

Il reste à montrer le dernier point {iii) concernant les fonctionnelles de Whittaker. Soit 
ttm = vTi ® tt' g (f’. Soit Xm le module standard de M dont ttm est l’unique sous-module 
irréductible. C’est un produit tensoriel des modules standard Xi de GLAr^(M) et X' de GLjv'(I^) 
dont les tti et n' sont les uniques sous-module irréductibles. Rappelons les morphismes surjectifs 
hi et h' du lemme lTlHl Notons hM{s) : (X(l) O /(e', A'))(8)Xs —^ Xm®Xs_ le morphisme surjectif 


Indp^(7rM)/ker 
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(de représentations de M) obtenu par produit tensoriel de hi et h' et 

h{s) = IndpZMNi^Mis)) : Indp^^^ ((^(1) ® ^')) ® Xs) —^ Indp^^^(XM ® Xs) 

le morphisme de représentations de Gtv obtenu par le foncteur d’induction. On a aussi un 
morphisme obtenu de manière analogue : 

hwMil) ■ Indpf (îUM ■ ((-’^(l) ® Xs)) — lndpf^{wM ■ (^m <8>Xs))- 

Soient XIm une fonctionnelle de Whittaker non nulle sur Xm- Soient 0(s) et O'(s) les fonc¬ 
tionnelles de Whittaker sur Indp^jy^^(XM <Xi Xs) et \nd ^?{wm ■ {Xm ® Xs)) respectivement 
obtenues par (I5.2.9|) et (I5.2.1UI) . En composant respectivement par /i(s) et h^J^^(s), on obtient 
des fonctionnelles de Whittaker non nulles sur Indp^^^ ( (-^ ( 1 ) 0 (e.^ A' ) ) (8) Xs ) et IndpA {wm ■ 
((X(l) 0/(e', A')) 0 Xs))- Notons-les uj{£) et a;'(s). Les fonctionnelles de Whittaker w(s) et 
u:'{s) sont obtenues par (15.2.91) et (I5.2.10p à partir de la fonctionnelle de Whittaker / 
Xtuilg ^ hM{f{g))]) sur X{1) 0/(e',A'). 

Considérons le diagramme suivant ; 


Ind^^^^ ((X(l) 0 /(£', A')) 0 Xs) Ind^A(u;M • ((^(1) 0 He’, A')) 0 Xs)) 

h{s) 

Indp^j\^^(XM 0 X±) -^ IndpA(îUM • {Xm 0 Xs)) 


Nous laissons au lecteur le soin de vérifier que ce diagramme est commutatif. 

On a vu que uj{s) = u'{s) o N{s, (Aé(l) 0 I{e', A'))). On a donc comme u = Xl o h et io' = 
Al O 

Xi{s) O h{s) = Xi'{s) O hu,M{s) O N {s, (Af(l) 0 /(e', A'))) 

= Al^(s) O N {s, Xm) ° h{s) 

et comme h{s) est surjective, on a bien n(s) = Xi'{s)oN{s, Xm)- Ceci termine la démonstration 
de la proposition. □ 


7.5. Induction. — Notre but est maintenant de construire un foncteur d’induction Indj^ . 
La catégorie de départ de ce foncteur est celle des représentations {ttmiT^m) de l’espace tordu 
M = M X 6m telles que ttm soit de longueur finie et ait tous ses sous-quotients irréductibles dans 
S. La catégorie d’arrivée est celle des représentations de l’espace tordu Gat. Remarquons que le 
fait que ttm soit ^^-stable impose des conditions sur le caractère infinitésimal A' de GLjv'(M) : 
celui-ci doit être stable par changement de signe de toutes ses coordonnées, ce que l’on suppose 
désormais. 

Soit {ttmi'^m) une telle représentation de l’espace tordu M = M x Om- Posons = ^{9m), 
que l’on peut voir comme un opérateur d’entrelacement 

Soit A le morphisme obtenu en appliquant le foncteur d’induction parabolique Indp^j^^^ : 

A = lndp^j^pf{AQj^) : Indp^^jyl^M) ^ ^^^p=mn{''^m)- 

On a aussi un opérateur d’entrelacement 

ÿ : IndpA(7r^) ~ IndpA(u;M • {t^^m)) —^ (^Indp^(7rM)) , f f o On- 
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On obtient par composition un morphisme : 
(7.5.1) 


Indp^(7rM) ^ 


.4 


Gn 


9 m'’ 




Indp^{wM ■ {t^^m)) 


9 m'’ 


Ind' 


Gjv 


(ttm)) 


9n 


G N , 


Définissons alors (it,7r) = Ind]^ par 


(7.5.2) 


vr = Indp^(7rM), ^{On) = Aq^ 


Si ip est un morphisme entre et ^ morphisme 

Indp^(V7) ; TT = Indp^(7rM) —^ vr' = Indp'^(7^(^^), 

et il faut voir qu’il entrelace aussi les actions de Aqj^ = tt{9n) et A'g^ = t:'{9n), c’est-à-dire que 

le diagramme 

(7.5.3) 


Indp^(7rM) 


A 


Indp^ (if) 


lndp^{7r’j^) 


A 


Indp^MNi^M > 


Tud'^^ Itt' 


N{0,nà^) 




■ Indpf'('«;M • (tt^)) 


Indpf'(u;M • 


Gjv 


Ind 


Ind^"^ 


(ttm)) 


6n 


Indp^ (ip) 


(^m)) 


9n 


commute. 

Commençons par le carré de gauche. La flèche verticale à droite de celui-ci est encore Indp^(çv) 
car P est aussi un opérateur d’entrelacement entre vr^ et . Les opérateurs A sont obtenus 

par composition à gauche par Aq^^, les opérateurs Indp^(çv) par composition à gauche par 
P et la commutativité du diagramme vient donc du fait que Aq^^ et p commutent. Passons 
ensuite au carré central. La flèche verticale de droite est cette fois Indpi^((/v). Il est équivalent 
de vérifier la commutativité du diagramme où l’on remplace vr^ et par ttm et On 

vérifie la commutativité par unicité du prolongement analytique et calcul direct avec les formules 
intégrales dans le domaine de convergence : soit / G Indp^j\^^(7rM)- On a alors 


(7.5.4) 
et 

(7.5.5) 

D’autre part 

(7.5.6) 
et 

(7.5.7) 


(M(s,7rM)(/s)) (ff) = / f^iwjn'g) dn' 
J N' 


Indpf'(vv)(M(s,7rM)(4)))(5) = ^ Mwjn'g) dn'j . 

{lndp^{p){fs)){g) = pifsig)) 
(^M{s,7r'M){lndf^{p) (/J ))(ff) = p{f^{w]^^n'g)) dn' 


La commutativité du diagramme vient de l’égalité des membres de droite de (j7.5.5p et (j7.5.7p . 
évidente par linéarité de l’intégrale, que l’on multiplie par le facteur r{s) et que l’on évalue en 
s = 0, 

GO 

Enfin, pour le carré de droite, on fait de même : soit / G Indpf'PtCM • On a alors 

(7.5.8) (ù(/)) {g) = f{0N{g)) 

et 


(7.5.9) 


lndp^ip){'â{f))yg) = p{f{eN{g))) 
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D’autre part 

(7.5.10) (Indpf^ (¥?)(/)) (g) = ip{f{g)) 
et 

(7.5.11) (^î?(lndpi^(<y9) (/)))(5) = ‘f{f{0N{g)))- 

Ceci termine la démonstration de la commutativité du diagramme. □ 

Remarque 7.10. — Il découle de l’exactitude du foncteur Indp^ que le foncteur Indj^ est 
lui aussi exact. 


Lemme 7.11. — Soient Xm un module standard 6 m- stable de M dont tous les sous-quotients 
irréductibles sont dans S' et Qm une fonctionnelle de Whittaker non nulle sur Xm- Soit 
Aqj^ : Xm X^ un opérateur d’entrelaeement permettant de définir la représentation 
tordue {Xm,Xm) de M. Supposons que Aq^ soit tel que Qm = ° ^Om- Formons 

(tTjTt) = Indj^ {Xm,Xm) comme ci dessus, avee Tt{6]\f) = Aq^. Soit D la fonetionnelle de 
Whittaker sur Indp^jy^^(XM) obtenue par 115. 2. .9j) et h5.2.1Œ) . Alors D = D o A^^^. 


Par unicité à un scalaire près des fonctionnelles de Whittaker sur le module standard Xm, 
on voit que quitte à multiplier Aq^^ par un scalaire non nul, on peut toujours effectivement 
supposer que Qm = ° • 


Démonstration . La fonctionnelle de Whittaker Dm est aussi une fonctionnelle de Whittaker pour 
^^M ’ ^ partir de laquelle on obtient des fonctionnelles de Whittaker et par (j5.2.9p et 
(15.2.lOp sur Indp^(X^) et Indpl^(u;M • respectivement. D’après la proposition 17.91 

On montre facilement que o^ = DetDo-i? = d’où 

D = o a = D o d o N{0, X^ ) o ^ = D o Aqj.^ . 


□ 


Lemme 7.12. — Si ttm G S" (en partieulier ttm est irréductible) est 6 m stable, et si Aq^ est 
l’opérateur d’entrelacement permettant de construire l’extension canonique 'k~^ de -km à M+ 
comme dans la section El alors est l’opérateur d’entrelacement permettant de construire 
l’extension canonique Indp^PvrM)"'’ de Indp^(7rM) à G~^. 


Démonstration . Soit Xm le module standard de M admettant ttm comme sous-module 
irréductible. C’est un produit tensoriel Xi (g) X' de modules standard respectivement de 
GLAr^(M) et GLtv'PK). Le corollaire 17.51 nous dit que Indp^(XA^) est isomorphe à une 
représentation standard X de Gn- Notons L : Indp^(XM) —t X cet isomorphisme. Le module 
X étant un module standard 07 v-stable, il est muni de l’opérateur d’entrelacement canonique Ax 


défini dans la section El L’opérateur d’entrelacement Aqj^ : Indp^(XM) - 
est celui du lemme précédent. Il s’agit alors de montrer la commutativité du diagramme : 


Ind' 


Gjv 


0JV 


Indp^(7rM) 


Ind^^(XM) 


X 


Ag. 


Ag. 


(^Indp^(7rM)) 


9n 


(ind^^(XM)) 


9n 


Ax 


.X^N 


ce que nous laissons au lecteur. 


□ 
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8. Paquets d’Adams-Johnson 

8.1. Paramètres d’Adams-Johnson. — Nous redonnons dans cette section des éléments 
concernant les paramètres d’Arthur considérés par Adams et Johnson |AJ87] . Nous renvoyons 
aux exposés d’Arthur [Art89c] . Kottwitz [Kot90j et Taïbi ra- Soit G un groupe algébrique 
connexe réductif défini sur M et que l’on suppose quasi-déployé. Les paramètres d’Adams- 
Johnson sont les paramètres d’Arthur 

V' : Wr X SL2(C) ^ 

vérifiant des conditions que nous ne redonnons pas ici ; nous nous contentons d’en donner cer¬ 
taines conséquences, la plus importante étant que le caractère infinitésimal de G qui leur est 
associé est celui d’une représentation irréductible de dimension finie F, en particulier, il est 
entier et régulier. 

Fixons un épinglage splg = {B, T, {^a}) de G et supposons que le L-groupe ^G est construit 
via cet épinglage, c’est-à-dire que l’on suppose que l’action de JFr sur G préserve splg. Si ^|J est 
un paramètre d’Adams-Johnson pour G, alors il existe un sous-groupe de levi C de G contenant 
T (c’est le centralisateur de )), un sous-groupe algébrique connexe réductif L* de G défini 
sur M dont le dual de Langlands est C, et un plongement de L-groupes 

iL,G -.^L^^G 

tels que se factorise via ce plongement par un paramètre d’Arthur 'ijjL de L*, c’est-à-dire 
ip = iL,G ° i’L- On suppose que le L-groupe ^L est lui aussi construit via l’épinglage spl^ = 
{B n L,T, {A’q})- D’autre part, ce V'L est le paramètre d’Arthur d’un caractère unitaire, c’est- 
à-dire qu’il est obtenu à partir d’un morphisme SL 2 (C) —)■ C principal et d’un élément de 
Nous en dirons plus dans la section suivante sur ce sous-groupe L*, ainsi que 
sur ses formes intérieures L lorsque nous décrirons les paquets d’Adams-Johnson. 

Le paramètre d’Adams-Johnson 'ijj détermine aussi un sous-groupe parabolique Q = £1A de 
G, dont C est facteur de Levi de Q. 

8.2. Paquets d’Adams-Johnson. — Décrivons maintenant le paquet attaché par 

Adams et Johnson à un paramètre ip comme dans la section précédente. Fixons une paire 
de Borel (B, T) de G où T est un tore maximal défini sur M et maximalement anisotrope. 
Soient Sb l’ensemble des racines simples du système de racines positives iîg = R{T, B) et 
Sg l’ensemble des racines simples du système de racines positives = R{F,B). On a un 
isomorphisme canonique entre les données radicielles basées 

(A*(T),Sb,X,(T),Sb'') et (A*(r),SB-,A*(r),SB) 

et l’on peut associer au sous-groupe parabolique Q = CU un sous-groupe parabolique Q = LU 
de G contenant T. 

Notons L le sous-groupe de G ainsi défini. Il est défini sur M et l’on note L le groupe de ses 
points réels. Considérons l’ensemble Sq des classes de conjugaison (sous G) de couples (Q,L) 
où Q est un sous-groupe parabolique de G et L est un sous-groupe de Levi défini sur M obtenus 
de cette façon. Adams et Johnson démontrent que parmi ces classes de conjugaison, l’une au 
moins (Q*,L*) est telle que L* est quasi-déployé. C’est ce L* que nous avons introduit dans la 
section précédente. 

L’ensemble des classes de conjugaison de couples (B, T), peut être identifié à 
VF(G, r)\VF(G, T) en choisissant un point de base. La surjection naturelle de Sis vers Sq 
identifie alors ce dernier avec 


W{G, T)\W{G, T)^/IU(L, T). 
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(Voir la section 10 de [AJ87j pour expliquer l’apparition du r lorsqu’on ne suppose pas que le 
rang de G est égal au au rang de K et qui correspond à la condition que L soit défini sur M.) 
Remarquons que cet ensemble s’identifie aussi naturellement avec ker[//^(M, L) —)• G)]. 

Pour une classe (Q,L) fixée dans iSq, on a un isomorphisme canonique £ ~ L. Pour toute 
autre classe (Q',L') dans Sq, il existe un unique élément g G G(C)/L(C) tel que g ■ (Q,L) = 
(Q',L') (action par conjugaison), qui donne un isomorphisme canonique entre L-groupes ~ 
^L. L’isomorphisme L C s’étend en un L-plongement 

(8.2.1) ll,g 

déjà introduit dans la section précédente et qui factorise le paramètre ijj en ip = ll^g ° V’L- De 
plus 'ipL détermine une représentation unitaire de dimension 1 de L, que nous notons l. 

En appliquant le foncteur d’induction cohomologique de Vogan-Zuckerman (voir par exemple 
jKV95| L Adams et Johnson définissent une représentation 

(8-2.2) = ^q(Ai/,,Q,L) 

de G, où q est l’agèbre de Lie de Q et f est la dimension de la partie compacte du radical 
unipotent U de Q, aussi donné par la formule 

^(dimG — dimL) — {q{G) — q{L)). 

La définition de q est donnée ci-dessous. On sait d’après Vogan (voir |KV95] . Chapter 9) que 
cette représentation est unitaire. 

Remarque 8.1. — Si (Q,L) G Sq est tel que L est quasi-déployé, alors le paramètre de 
Langlands de est (cf. ()2.2.ip l et celui de vr^,Q,L est (p^ = iL,G ° (pipQ l- L’ensemble 

des vr^,Q,L avec (Q, L) G Sq tel que L est quasi-déployé est le paquet de Langlands de G attaché 
a (p.^p . 


Nous pouvons maintenant définir le paquet d’Adams-Johnson de paramètre ip. 

Définition 8.2. — Le paquet d’adams-Johnson de paramètre ip est, avec les notations qui 
précèdent : 

= W,q.lI(Q,l)g5c}. 

L’une des conditions devant être vérifiée par les paquets conjecturaux d’Arthur est que ceux- 
ci doivent être le support d’une distribution stable. Adams et Johnson montrent qne tel est le 
cas pour les paquets qu’ils définissent. Enonçons ceci de manière précise. Nous avons besoin de 
la définition suivante. 

Définition 8.3. — Soit G un groupe algébrique connexe réductif défini sur M. Soit Cq la moitié 
de la dimension de la partie déployée d’un sous-groupe de Cartan fondamental de G, et posons 

(8.2.3) g(G) = ^(dimG — dimAT) — c^. 

C’est un entier, et dans le cas où les rang de G et de A sont égaux (autrement dit, G est forme 
intérieure d’une forme compacte), q{G) = ^(dimG — dimA). Si G* est une forme intérieure 
quasi-déployée de G, e{G) = (— 1 )'?(G'*)-'î(G) gg^ jg signe de Kottwitz de G. 

Posons alors 

(8.2.4) Y. e(L)KQ,L], := ^(L)©^,,^,,. 

{Q,L)e5Q (Q,L)e5Q 

La première expression est une représentation virtuelle et la seconde est son caractère. 
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Théorème 8.4- — /^ [AJ87] . Thm. 2.13) Soit 'ijj un paramètre d’Adams-Johnson pour G, et 
le paquet associé. La distribution 0^aj est stable. 

Adams et Johnson f |AJ87| . Thm. 2.21) montrent aussi que les paquets vérifient bien 
les identités endoscopiques (non tordues) attendues. 


8.3. Formule des caractères stables pour les paquets d’Adams-Johusou. — Nous 
expliquons dans ce paragraphe comment Adams et Johnson expriment la représentation virtuelle 
stable (j8.2.4|l en terme de représentations virtuelles stables associée aux pseudo-paquets de 
Langlands. On reprend les notations de la section 18.21 : ip est un paramètre d’Adams-Johnson 
pour G et 

I (Q,L) e <Sq}. 

est le paquet d’Adams-Johnson qui lui est associé. Le caractère infinitésimal de ces représentations 
est celui d’une représentation de dimension finie F de G. 

Dans |Joh84| . Johnson montre qu’il existe des résolutions des représentations vr^,Q,L consti¬ 
tuant les paquets d’Adams-Johnson par des représentations standards. Les résolutions des 
représentations de Speh en (|6.2.3p en sont un exemple. Ces résolutions donnent des égalités 
de représentations virtuelles de la forme 

Kq.l] = (-1)^vD^,q,l)-^v(7)[X(^)]. 

76^^(q,L) 

Ici =^(Q,L) est l’ensemble des paramètres des modules standard apparaissant dans la résolution 
de Johnson de vr^,Q,L (cL |Joh84j L Ces modules standard sont donnés explicitement dans le 
Theorem 8.2 de |AJ87] . Le signe est donné par la longueur de Vogan £v ( [VÔI831 , [ŸôjS^ ), 
et l’on a alors /y(vr^,Q,L) = Qi^). 

On tire de ceci l’égalité de représentations virtuelles 

[n"l"= E e(r)K.Q,i.l= E E 

(Q,L)€52 (Q,L)€52 TSi^iQ.L) 

(8.3.1) 53 {-1)'''I7>|X(7)|. 

(Q,L)e<5Q 7G'3 ^(Q.l) 

Il est démontré dans |AJ87| que tous les L intervenant dans le somme sont dans la même classe 
de forme intérieures. Notons L* une forme quasi-déployée. On a utilisé e(L) = 
pour faire sortir la constante (—1)'^^'^*). 


Considérons un module standard X intervenant dans la résolution de Johnson de l’un des 
7r,/;,Q,L) disons de vr^,Qi,Ln (QijLi) € Sq. Soit X' un module standard appartenant au même 
pseudo-paquet que X {cf. Définition 12.ip . Alors d’après |A.T87j . Lemma 8.8 il existe un unique 
(Q, L) G Sq tel que X' apparaisse dans la résolution de Johnson de vr^,Q,L- 

Une propriété bien connue des pseudo-paquets (voir |Vog82| , ou [AdC09] l est que la lon¬ 
gueur de deux éléments du même pseudo-paquet est la même. De la discussion ci-dessus et de 
(j8.3.ip on tire 


(8.3.2) 


[nf ]** = (-i)'?(^*) E 


où <h(V') est l’ensemble des paramètres de Langlands des modules standard intervenant dans la 
résolution de l’un des ^v{4>) la- longueur d’un de ses éléments et [X^ := 

Si l’on réécrit ceci comme une identité de distributions, on obtient 

(8.3.3) 0^‘a. = (-l)^(^*) J] (-l)'^(^)On^, 

</>£<!>('!/>) 
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où toutes les distributions sur G intervenant dans cette équation sont stables. 

Remarque 8.5. — Supposons G quasi-déployé. On sait alors qu’il existe (Q*,L*) € Sq tel 
que L* soit aussi quasi-déployé. Il découle alors de la discussion ci-dessus, de la remarque 18.11 
et de la description explicite des modules standard intervenant dans les résolutions des vr^,Q,L 
que la distribution stable 0 ^aj est obtenue en stabilisant l’écriture en modules standard de la 

somme des représentations dans le paquet de Langlands paramétré par 


9. Groupes classiques et endoscopie tordue 

9.1. Les groupes classiques. — Les « groupes classiques > que nous considérons sont ceux 
qui apparaissent dans les données endoscopiques elliptiques simples des Gn selon la terminologie 
d’Arthur cf. [Art 13] . §1.2. Le plus commode est encore d’en faire la liste, et de fixer quelques 
notations pour pouvoir s’y référer facilement. Pour n € N^, on considère les groupes de rang n 
suivants : 

A. Le groupe symplectique Sp(2n,M). 

C’est un groupe déployé. Son dual de Langlands est SO(2n -|- 1,C) et son L-groupe est le 
produit direct SO(2n -|- 1,C) x Wr. 

B. Le groupe spécial orthogonal impair SO(n,n -|- 1). 

C’est un groupe déployé. Son dual de Langlands est Sp(2n,C) et son L-groupe est le 
produit direct Sp(2?T,,C) x Wr. 

C. Le groupe spécial orthogonal pair SO(n,n). 

C’est un groupe déployé. Son dual de Langlands est SO(2n, C) et son L-groupe est le 
produit direct SO(2n,C) x VLr. 

D. Le groupe spécial orthogonal pair SO(n — l,n -|- 1). 

C’est un groupe quasi-déployé. Son dual de Langlands est SO(2n,C) et son L-groupe est 
le produit semi-direct SO(2 ?t,,C) x Wr- 

Pour chacun de ces groupes, on dispose d’une représentation naturelle du L-groupe dans un 

GL^ : 

(9.1.1) Stdc : ^G GL7v(C) 

Dans le cas A, elle est donnée l’inclusion de SO(2n -|- 1,C) dans GL 2 n-i-i(C), dans le cas B, 
de l’inclusion de Sp(2n,C) dans GL 2 n(C), dans le cas C, de l’inclusion de SO(2n,C) dans 
GL 2 n(C). Le cas D, est plus délicat car le groupe étant non déployé, le L-groupe est un produit 
semi-direct non trivial SO(2n, C) x Wr. Mais l’action de Wr sur SO(2n,C) est donnée par 
l’action d’un élément de 0(2n, C), de sorte que l’on a un morphisme 

^SO(n - 1, n + 1) = SO(2n, C) x Br ^ 0(2n, C), 

et la composition avec l’inclusion de 0(2n,C) dans GL 2 n(C) nous donne la représentation 
voulue. On a donc N = 2n dans les cas B, C, D, et A = 2n -|- 1 dans les cas A. 

Fixons G comme ci-dessus. La donnée de (G, Std^) est celle d’une donnée endoscopique 
tordue elliptique pour (Gn,9n). Nous renvoyons le lecteur à |KS99] et |Art1.3| pour tout ce 
qui concerne la théorie de l’endoscopie tordue. Rappelons seulement que dans une telle situation, 
Kottwitz et Shelstad définissent un facteur de transfert, permettant de définir une application 
TranSgeo (« transfert géométrique ») entre l’espace des intégrales orbitales sur Gn et l’espace 
des intégrales intégrales orbitales stables sur G. Ceci est démontré par D. Shelstad dans [Shel2| . 
Ce facteur de transfert n’est défini a priori qu’à une constante multiplicative près, mais le choix 
de la donnée de Whittaker sur Gn (cf section 15.2p permet de hxer cette constante i [KS99] . 
section 5.3), ce que nous supposons fait dans la suite. 
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Par dualité, ce transfert d’intégrales orbitales définit une application entre espaces de distri¬ 
bution invariantes : 

(9.1.2) Tlansg^ : Dist(G)"‘ —^ Dist(Gjv)^^, 

l’espace de départ étant celui des distributions stables sur G et l’espace d’arrivée celui des 
distributions sur Gn, invariantes sous l’action adjointe de Gn- 

Soit un paramètre d’Arthur pour le groupe G. Posons '0 = Sldc o 'ipQ- C’est 

nn paramètre d’Arthnr (anto-dnal) ponr le groupe Gn- Soit II^ la représentation irréductible 
autoduale de Gn associée à ce paramètre (cf. DroDosition l3.2.8p . Rappelons qn’à un tel paramètre 
'î/’G) Arthur a associé dans |Art13| un paquet 11^^ de représentations unitaires de G caractérisé 
par les identités endoscopiques usuelles et l’identité endoscopique tordue que nous allons décrire, 
reliant le paquet à la représentation de Gn- Tout d’abord, un tel paquet est le support 
d’une distribution stable sur G, c’est-à-dire qu’il existe une combinaison linaire (à coefficients 
dans Z) des caractères des représentations dans décrite explicitement par Arthur, disons 

qui est une distribution stable. Cette distribution se transfère donc par l’application (19.1.21) en 
une distribution Trans(0n,^g). L’identité endoscopique est alors 

(9.1.3) Trans|-(0g^^)=Tr,,(n^) 

le membre de droite étant la trace tordue (cf. Définition 15.4p . normalisée par la donnée de 
Whittaker. 

Lorsque le paramètre ipa est trivial sur le facteur SL 2 (C), le paquet 11^^ est un paquet de 
Langlands tempéré, la distribution est simplement la somme des caractères 0jr, vr € LI^q, et 
l’identité (19.1.31) est alors démontrée par P. Mezo [Mezl6] . à un facteur multiplicatif près. Nous 
démontrons dans l’annexe [A] qu’en fait l’identité (|9.1.3p est valide, autrement dit que le facteur 
multiplicatif restant à déterminer dans Mezo est 1. Soit (^q un paramètre de Langlands pour G. 
Le résultat de Mezo, précisé dans l’annexe a et le fait que le transfert endoscopique commute 
à l’induction entraîne le résultat suivant ponr les pseudo-paquets (cf Définition 12.11) . 

Proposition 9.1. — Posons (p = Sldc o pQ. On a alors 

Trans(0n^^) = Tr0^(nçi). 


9.2. Paramètres et paquets d’Adams-Johnson des groupes classiques. — Soit G l’un 
des groupes classiques de rang n de la section 19.11 et comme dans cette section, soient 

V^G : X SL2(C) ^ ^G 

nn paramètre d’Arthur pour G, pj = StdG o ipQ et la représentation auto-duale de Gn 
attachée au paramètre d’Arthur V’- 

0n suppose maintenant de plus que ipc est un paramètre d’Adams-Johnson. 0n reprend les 
notations de la section 18.21 pour les objets attachés au paramètre ipc et celle de la section 13.21 
pour les objets attachés à ^p. 0n explicite ceux-ci pour chaque famille de groupes classiques de 

EU 

Quitte à remplacer ipc par un paramètre équivalent, on peut supposer que le centralisateur 
C, de V’g(C^) dans G est de la forme : 

(9.2.1) T ~ Tl X ■ ■ ■ X Tr 
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où pour tout Z = 1,..., r — 1, £j ~ GL(ni, C), rii € et suivant les cas : 


Cr 




SO(2nr + l,C) (cas A), 

< Sp(2nr,C) (cas B), 
SO(2nr,C) (cas C et D), 


avec € N (le cas n,. = 0 est une possibilité parfaitement loisible, auquel cas C-r = {1} que 

r 

l’on peut omettre dans (19.2.11) 1. On a d’autre part = n. 

i=l 

Soit (Q,L) représentant une classe dans Sq (cf. section 151^ . On laisse au lecteur vérifier que 
l’on a alors un isomorphisme 

L ~ Li X ■ ■ ■ X Lr 

où pour tout Z = 1,..., r — 1, Li = U{bi,Ci), avec bi + Ci = rii et suivant les cas : 

A. Lr = Sp(2n,.,M), 

r—1 r—1 

B. Lr = SO{br,Cr) avec br + Cr = 2nr + 1, 2bi + br = n, 2ci + = rz + 1, 

i=l i=l 

r—1 r—1 

c. Lr = 80(6,., Cr), avec 6,. + c,. = Irir, 26, + 6,. = n, 2c, + Cr = n, 

i=l i=l 

r—1 r—1 

D. Lr = SO{br,Cr), avec br + Cr = 2nr, 26j + 6^ = n — 1, 2ci + c,. = n + 1. 

i=l i=l 


Le paramètre z/l décompose comme en (|3.2.ip en somme de paramètres « presque 
irréductibles » ijj = où pour z = 1,..., r — 1, 

zAi ~ y (-|, I) O Rn, : LLm X SL2(C) ^ Gn„ 


= Speh{ôi,ni) 

avec ôi = ô y)) Pi + ni impair dans les cas A, C, D, pair dans le cas B. Pour z = r, on a 
suivant les cas : 

A. Nr = 2nr + 1, = e (0 RNr-, e = Triv ou sgn, 

B. Nr = 2nr, ijjr = c® RNr-: ^ = Tfiv ou sgn, 

C et D. Nr = 2nr, ipr = c iS> RNr-i © e, e = Triv ou sgn ou z/^r = ei © RNr-i ® ^ 2 , 
{ci,€ 2 ) = (Triv, sgn) ou (sgn, Triv). 

Comme on le voit, les z/jj sont irréductibles sauf i/jr dans les cas C et D. Nous dirons que 
z/l = (Bi=i,...,r'4’i ost une décomposition en paramètres élémentaires. 


Remarque 9.2. — Dans le cas A, les ipi, i = 1,..., r, sont à valeurs dans SO(2nj, C) si rz, est 
pair, mais seulement dans 0(2rzj, C) si rzj est impair. On a donc z/j^ = e © RNr avec e = Triv si 
le nombre des z dans {1,... , r — 1} avec rzj impair est pair, et e = sgn s’il est impair. 

Dans le cas B, tous les tpi se factorisent par le groupe Sp(2rzj,C). Pour z = r, si e = Triv, 
'ipr se factorise par le paramètre de la représentation triviale de SO{br,Cr), si e = sgn, ipr se 
factorise par le paramètre du caractère valant —1 sur la composante connexe non triviale de 
SO(6r, Cr). 

Dans les cas C et D, les ipi se factorisent par le groupe SO(2 tz,,C) si rz, est pair et par le 
groupe 0(2 tz,, C) si rz, est impair. Pour z = r, dans le cas C, si le nombre des z dans {1,... , r — 1} 
avec rii impair est pair, alors p^r = c® © e, e = {Triv, sgn} et si ce nombre est impair, 

alors ipr = Cl® RNr-i ® C 2 , avec (ei, € 2 ) = (Triv, sgn) ou (sgn, Triv). Pour i = r, dans le cas 
D, c’est l’opposé du cas C. 
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Le paramètre ijjr = e (8) © e se factorise par le paramètre de la représentation triviale 

de SO{br,Cr) si e = Triv, et si e = sgn, V’r se factorise par le paramètre du caractère valant 
— 1 sur la composante connexe non triviale de SO{br,Cr)- 

Le paramètre "0^ = © RNr-i © ^ 2 , avec (ei,e 2 ) = (Triv,sgn), V'r se factorise par le 

paramètre de la représentation triviale de 80(6,., c^), et si (ei,e 2 ) = (sgn, Triv), V’r se factorise 
par le paramètre du caractère valant —1 sur la composante connexe non triviale de SO{br,Cr). 


La représentation irréductible 11,^^ de G^r associée au paramètre ipr est 
(9.2.2) 

SNr si ipG,r = e © Rn^i e € {Triv, sgn}, (cas A, B) 

X £2 si i>G,r = Cl © Rat,,-! © 62 61,62 G (Triv, Sgn) (cas C, D) . 




10. Démonstration dn résultat principal 

10.1. Enoncé. — Soit G l’un des groupes classiques de la section [9d] et Stc : Gn 

la représentation standard de son L-groupe. Soit i/jg '■ LLr x SL2(C) —>■ ^G un paramètre 
d’Adams-Jolmson (cf. sectionpour G et le paquet d’Adams-Jolmson qui lui est associé 
(cf. Définition l8.2l) . Notons -0 = StG°'>pG '■ c’est un paramètre d’Arthur de Gat, auquel est associé 
une représentation de ce groupe. 

Notre but est de démontrer Légalité de distributions sur Gm '■ 

(10.1.1) Tr,^(n,^) = Tvans^^iG^^Aj) 

OÙ ©nAj est la distribution stable sur G définie en (18.2.4p . 

D’après (|8.3.3p . où les notations sont expliquées, on a une égalité de distributions sur G 

(10.1.2) 0^‘aj = V (-l)'^^('^o) 0s 

Tous les termes de cette formule sont des distributions stables, et la fonction longueur iy est 
celle de Vogan. 0n en déduit que 

(10.1.3) TVansg^(0}{Aj) = (-1)^^-^*^ V (-1)^^^'^®) Transg^(0n ). 

</’g6'I>('i/>g) 

0r, d’après la proposition 19.11 on a pour tout 4)g G ^{'iPg) 

(10.1.4) Transg'^(0n^^) = Tr0^(nstGO0G)> 

où nst( 30 </.G est la représentation standard de Gat associée par Langlands au paramètre de 
Langlands (j) = Stg o (pQ. Ainsi l’identité à établir est équivalente à : 

(10.1.5) TV,,(n,^) = (-1)‘'(^‘) (_i)^v(0G) Tr,,(nst,,o0G)- 

Dans les deux prochains paragraphes, nous allons établir ce résultat lorsque ipG est un pa¬ 
ramètre élémentaire. 

10.2. Identités endoscopiques pour les paramètres élémentaires : représentations 

de dimension 1. — On suppose dans ce paragraphe que dans la décomposition = ©}=iV’o 
on a r = 1, n = > 0 et î/' = V’r- Rappelons que nous sommes alors dans un des cas suivants ; 

A : pj = Triv © Rjy, A = 2n + 1;B:'0 = 6© Rn, 6 = Triv ou sgn, N = 2n ; C : 
V’ = 6 © Rn-1 © 6 , 6 = Triv ou sgn, A = 2n ; D : ■0 = 61 © Rn-i © 62 , ( 61 , 62 ) = (Triv, sgn) 
ou (sgn, Triv), N = 2n. 

On a alors : 
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Lemme 10.1. — Le paquet d’Arthur 11^^ est un singleton, plus précisément . 

Démonstration . On calcule explicitement le paramètre de Langlands Dans le cas A, c’est 
celui de la représentation triviale. Dans autres cas, c’est celui de la représentation triviale ou du 
caractère du groupe spécial orthogonal G trival sur la composante neutre et valant —1 sur l’autre. 
Il suffit dans tous les cas de traiter le cas de la représentation triviale, les paquets étant préservés 
par tensorisation par un caractère. Le paquet 11^^ contient donc la représentation triviale, et 
toutes les autres représentations de ce paquet ont même caractère infinitésimal que celle-ci. Soit 
TT G . On globalise la situation sur Q en considérant le paramètre global donné par un SL 2 
régulier dans G. En toute place, la représentation triviale est dans le paquet local associé à ce 
paramètre. Considérons la représentation globale dont la composante locale à toutes les places 
finies est la représentation triviale sauf à la place archimédienne où elle est égale à vr. D’après 
le théorème 1.5.2 de |Artl3j . cette représentation globale apparaît dans le spectre discret. Elle 
se réalise donc dans un ensemble de fonctions de carré intégrable, invariantes par translation à 
gauche sous G(Q). Mais une fonction qui est de plus invariante par translation à gauche par 
G(Qp), pour tout nombre premier p, est une fonction constante, et vr est nécessairement la 
représentation triviale. □ 

Comme le paquet défini par Adams et Johnson est lui aussi dans ce cas réduit au singleton 
, on en déduit que 11^^ = . Par définition de 11^^ dans [Artl3| , on a donc 

(10.2.1) Thansg^(0^'^,) = Tr0^(n^). 

’/’G 

L’identité (jlO.l.ip s’obtient donc directement dans ce cas. Nous avons vu qu’elle est équivalente 
à ( 110 . 1 . 5 p . c’est-à-dire que nous avons 

(10.2.2) TV0,(n^) = (-!)''(«) J] (-l)^^('^«)Tre^(nstdGO,>J. 

Dans ce cas, remarquons qu’avec les notations de la section IHTÏÏl le sous-groupe de Levi £ attaché 
à ijjG est G, et ainsi Sg est bien le singleton (Q, L) = (G, G). Ainsi dans ce cas L = L* = G 
car G est quasi-déployé, et l’ensemble des paramètres de Langlands ^(V'g) est donc l’ensemble 
des paramètres des représentations standard intervenant dans la résolution de Johnson de la 
représentation dimension 1 de G considérée. 

10.3. Paramètres de Speh. — Nous nous replaçons dans le même contexte que la section 
précédente, mais l’on suppose dans ce paragraphe que r = 2 et = 0. Autrement dit V' est 
irréductible, et plus précisément, V’ est le paramètre d’Arthur d’une représentation de Speh 
= Speh (à (—|, I) , u). On a par hypothèse p>n — loup>n — 1 dans les cas C et D. Si 
p + n est impair, on est dans un des cas C ou D (selon que n est pair ou impair respectivement) 
et si p + n est pair, on est dans le cas B. 

Le membre de gauche de l’identité (I1U.1.5D . est d’après (I6.3.2|) . 

(10.3.1) ^^'^.(nv,) = Tr0,(A(s)). 

SGJn 

Il s’agit donc d’établir que 

(10.3.2) ^^(-1)''’^^) Tr,^(^(s)) = (-1)''(^*) (-l)^'^('^«)TV0,(nstdGC0j. 

Il suffit pour cela d’établir qu’il existe une bijection s G (/>g G telle que 

(10.3.3) A(s)=n 0 , (f) = Stdc O c/)G, et q{L*) + êv{4>G) = ^e{s) mod 2 . 

Rappelons comment sont obtenus l’ensemble des paramètres ^{iPg) en reprenant les notations 
de la section 18^ pour le paramètre d’Adams-Johnson ipG- L’ensemble <I>(V’g) est alors l’ensemble 
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des paramètres de Langlands des représentations standard apparaissant dans les résolutions des 
^i/ig,q,Lî (Q)L) s Sq et L ~ \J{p,q), p + q = n. Celles-ci sont obtenus par induction coho- 
mologique à partir des représentations standard apparaissant dans la résolution des caractères 
unitaires A de L tel que D’après la section UJ ces représentations standard sont 

paramétrées par et leur paramètres de Langlands par Plus précisément, si s € 

est le paramètre d’une représentation standard apparaissant dans la résolution du caractère 
A = A^g^Q^L de \J{p,q) (un tel caractère est caractérisé par son caractère infinitésimal car 
U(p, q) est connexe, et donc facile à déterminer), et si (j)s ■ bP]R —>■ est son paramètre de Lan¬ 

glands (qui ne dépend que de l’involution s G sous-jacente), alors LlstdGoi^ go(/)s = -^('^^^os)- 
Notons l’apparition de wq, l’élément le plus long de Ainsi s G 3^ il, G ° (t'wos est la 

bijection voulue de 3n dans d>(V’G)- 

Vérifions maintenant que les longueurs coïncident. Nous donnons deux arguments, l’un utili¬ 
sant l’égalité (|6.3.1I) laissée en exercice au lecteur, et l’autre le changement de base. Soit X{'^) 
une représentation standard apparaissant dans la résolution de q l, de paramètre de Lan¬ 
glands çÏg, et la représentation standard apparaissant dans la résolution du caractère 

unitaire A de L qui lui correspond (ici 7 et 7 ' sont des paramètres pour les représentations comme 
dans |Vog81| ou |Joh84] . nous n’explicitons pas leur forme exacte). On a alors = (-vil)-, 

les longueurs étant les longueurs de Vogan dans les groupes L et G respectivement, ceci est 
une conséquence facile de la définition de la longueur de Vogan. Soit Qy l’orbite attachée à 
7 ' dans la variété des drapeaux de L dans la paramétrisation de Beilinson-Bernstein des 
représentations des groupes unitaires (cf. section 0]). La longueur de Vogan et la dimension de 
l’orbite qui lui correspond sont reliées par ( |Vog83| , p. 396) 

(10.3.4) = dimQy — dimB^ -|- q{L) 

Or nous avons vu dans la section 0] que la dimension des orbites Qy dans Bl est donnée par 
la fonction longueur définie sur ■ Si s G On est l’involution qui donne le paramètre de 
Langlands (pc-, on a. en utilisant (|6.3.ip 

^v(</>g) = ^v(7) = ^v{i) = dimQ-y/ - dimS^ + q{L) = ig{s) i(p(p - 1) -f q{q - 1)) - diniBL + q{L) 

Or dimBi = ^ _^2 _ = pq, d’où finalement 

(10.3.5) ivi^Pa) = ^e{s) 

Il correspond à (jic l’élément wqs par la bijection ci-dessus, et on a ig{wos) = ig{wo) + ie{s) 
mod 2. Pour montrer la relation sur la longueur dans (jl0.3.3D . il suffit donc de vérifier que 
q{L*) = ig{wo). Or, la relation (I10.3.5p nous dit que ie{wo) est la longueur de Vogan maximale 
pour un paramètre de Langlands des groupes unitaires \J{p,q), et (|10.3.4p nous dit que l’on a 
un tel paramètre lorsque l’orbite correspondante est ouverte et q{L) est maximal. Or q{L) est 
maximal pour la forme quasi-déployée. C’est une propriété générale, qui se voit bien ici pour 
9 (U(p,g)) =pq. 

Pour le second argument, on part de la résolution de Johnson de la représentation triviale 
du groupe quasi-déployé U( 6 , c), où b + c = n. Les représentations standard de U(5, c) de 
même caractère infinitésimal que la représentation triviale sont indexées par comme dans 

la section 01 Appelons ici Y (s) le module standard indexé par par s G On sait que la 

résolution de Johnson donne une identité de représentations virtuelles de la forme 

[Trivu(6,c)] = 

SGJn 

où a{s) est un signe. Mais le changement de base vers GL„(C) envoie la représentation triviale 
sur la réprésentations triviale, et le module standard V(s) sur le modules standard (9n-stable 
de GL„(C), noté X{p,—sp) dans la section [ÏÏTTl où s est l’involution dans 6n donnée par 
s en oubliant les signes. Ceci découle de |Clo82] (voir aussi la section ŒH) et il en résulte 


39 






















que les signes o(s) sont donnés par (—Comme dans |Joh84] . on tensorise par le 
caractère unitaire idoïne de U( 6 , c), et on induit cohomologiquement de U( 6 , c) à G pour obtenir 
une formule des caractères pour un élément du paquet d’Adams-Johnson La formule 

pour la distribution stable O^aj est obtenu en « stabilisant » cette formule du caractère, 

comme cela a été mentionné dans la remarque 18.51 Ceci se fait en y ajoutant des formules 
des caractères obtenues de la même manière pour les formes intérieures U( 6 ',c') de U( 6 , c), 
affectées d’un signe que nous n’avons pas besoin de calculer. Notons Z(s) la représentation 
standard de G cohomologiquement induite de V(s). La remarque 18.51 montre que les pseudo¬ 
paquets contenant les représentations standard ^(s) sont indexés par et notons Z(s) la 
somme des représentations standard dans le pseudo-paquet contenant Z (s). On obtient alors 

Après transfert endoscopique Trans^^, ceci est égal au second membre de (110.8.21) . et par 
identification, fournit une bijection entre 3n et 4 ’(V’g) avec les propriétés requises. Ceci achève 
d’établir (110.8.21) . □ 


10.4. Réduction au cas élémentaire. — Nous revenons au cas général. Soit 'ijj = la 

décomposition de 'î/^ = Std^ o iIjq en paramètres élémentaires comme dans la section 19.21 Nous 
allons établir (jlO.1.51) par récurrence sur r. Le cas r = 1 a été établi dans la section précédente. 
Posons donc ‘^e sorte que V’ = V’i ® Posons aussi N' = X]i=2 

On peut, quitte à permuter les indices, supposer que pi est le plus grand des paramètres de 
série discrète apparaissant dans la décomposition, de sorte que l’inégalité ()7.1.ip est satisfaite. 
On peut donc utiliser les résultats de la section [7] et en particulier de 17.51 

Remarquons que dans le cas A, le paramètre xf)' n’est pas forcément obtenu à partir d’un 
paramètre d’Arthur pour un groupe symplectique plus petit ; c’est le cas si ni est impair, car 
alors xjj' n’est à valeur dans SO(A',C) mais seulement dans 0{N',C). Ceci montre la nécessité 
de tensoriser par le caractère signe de Wr, c’est-à-dire poser : 


r 


xp' si ni est pair 

xp' © sgnpi/ji si ni est impair 


Cette torsion va aussi apparaître dans les autres cas. Avec ces notations, xp" est de la forme 
xp" = Std( 5 / O xpQ! pour un groupe classique G' de même type que G (sauf les cas C et D qui 
sont échangés si si ni est impair). Dans tous les cas, posons 

(10.4.1) ip" = e\^®xP'. 


Notons Gi le groupe classique tel que xpi se factorise comme Std^^ o xpQ^. Nous avons établi 
dans le paragraphe 110.31 que l’on a : 

(10.4.2) TV,^,(n^i) = (-l)''(^î) (_i)^v(<Agi) Tr:g^^{Üstda,o^a,) 

et l’on suppose par hypothèse de récurrence que l’on a une formule du même type pour xp", 
c’est-à-dire : 

(10.4.3) Tr,^,(nv,») = (-l)^(^'*) J] (-l)^v(êGd Tr,^,(nstd^,^^^,). 

4'g'^^G’g') 

En tensorisant par le caractère on obtient 

(10.4.4) Tt»„,(n*,) = (-1)«<‘"> 

<i>G'^^®G') 
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Dans les équations ci-dessus, et L'* sont bien sûr les analogues de L* pour les groupes Gi 
et G' respectivement. 

Comme dans la section ÏÏM nous notons M le sous-groupe de Levi standard de Gn isomorphe 
à X Gtv'- Le produit tensoriel (g) 11^/ est alors une représentation de M et l’on a avec 
les notations de cette section 

(10.4.5) ■&»„ (n*. 0 n*,) = 

On obtient alors par le lemme 17.121 et le fait que L* = * L'* 

(10.4.6) 

(0Gi ></’G')e4>(bGi)x$(ÛG') 

L’égalité à démontrer (|10.1.5I) . est donc équivalente à 

(10.4.7) (-l)'^^(‘^«)TV,,(nstco^G) 

(</>Gi ,</>G')G$(bGi)x$(4/>(3/) 

Il reste donc à montrer que l’on a une bijection 

(10.4.8) 4'(V’Gi) X 4>(î/'G')— {<PgiAg') ^ (i>G 

telle que Std^ o (f)G = (pCi 0 0 g' 0 4 or et (■v{4>g) = (^vi4>Gi) + ^v{(t>G')- 

Rappelons les définitions, données dans la section 18.31 A ipc est associé un sous-groupe 
parabolique Q = CU de G, puis un ensemble fini Sq de couples (Q,L), où Q est un sous- 
groupe parabolique de G et L un facteur de Levi de Q défini sur M. A chaque (Q,L) € Sq est 
attachée en (j 8 . 2 . 2 li une représentation 7 r^Q,Q,L 5 induite cohomologique d’un certain caractère 
A^(5,q,l de L. Alors ^{^g) est l’ensemble des paramètres de Langlands des modules standard 
intervenant dans la résolution de Johnson d’un des modules vr^Q,Q,L- Mais on peut dire mieux, 
d’après la remarque 18.51 En effet, G étant quasi-déployé, il existe (Q*,L*) E Sq tel que L* 
est quasi-déployé, et ^{^g) est l’ensemble des paramètres de Langlands des modules standard 
intervenant dans la résolution de Johnson de vr^Q,Q*,L*- 

Cet ensemble est en bijection avec les paramètres de Langlands des modules standard interve¬ 
nant dans la résolution de Johnson du caractère A* = de L*, par cjii ^ (j)G = iL,G°4’L, 

où iL^G est le plongement de L-groupe (| 8 . 2 . 1 j) . la correspondance entre modules standard étant 
obtenue par le foncteur d’induction cohomologique 7^*^ (cf. (| 8 . 2 . 2 lL qui préserve les longueurs 
de Vogan des paramètres. Pour les groupes qui nous occupent, les ensembles Sq ont été décrit 
dans la section 19.21 Le sous-groupe de Levi L* est de la forme 

(10.4.9) L* ~ Li X • • • X Lr 

où pour Z = 1 ,... r— 1 , Lj est un groupe unitaire quasi-déployé, et Lr est un groupe symplectique, 
ou un groupe spécial orthogonal quasi-déployé. On pose alors L' = L2 x ■ ■ ■ x Lr, c’est un sous- 
groupe de Levi de G', et Li est un sous-groupe de Levi de Gi. 

Il est clair que A* est un produit tensoriel de deux caractères Ai et A' de Li et L' respec¬ 
tivement, et que l’ensemble des modules standard intervenant dans la résolution de A est en 
bijection avec le produit tensoriel de deux modules standard intervenant respectivement dans 
les résolutions de Ai, et A', et que la longueur de Vogan d’un module standard est la somme des 
longueur des deux modules standard qui lui correspondent. 

La description de ‘^(î/jg'j) et ^{^pG') est analogue. Un élément (/>Gi de 4 >(z/^Gi) s’écrit (/>Gi = 
tLi,Gi ° (t’Li où (pLi est le paramètre de Langlands d’une représentation standard intervenant 
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dans la résolution de Ai, et un élément (pc' de s’écrit cpc' = ° (pu où cpL' est le 

paramètre de Langlands d’une représentation standard intervenant dans la résolution de A'. En 
effet, nous affirmons que si cpc' est la paramètre de Langlands d’une représentation standard 
de G' apparaissant dans la résolution de l’induite cohomologique de L' à G' du caractère A', 
alors (p = Stdci O (Pg^ © (Stdc' O (Pq,) ^ se factorise en Stdc o (pQ, et que l’application 
{(pGi-,(pG’) (pG est la biiection 110.4.81 voulue. 

Pour vérifier l’assertion ci-dessus, il faut savoir déterminer le paramètre de Langlands d’une 
représentation standard obtenue par induction cohomologique d’une représentation standard. 
Ceci se fait grâce aux théorèmes « d’indépendance de polarisation » de |KV95j . Chapter 11, 
mais une forme commode de ceux-ci pour le calcul que nous avons à effectuer est écrite dans 

[Mat04] . Thm. 2.2.3. 

Ceci termine la démonstration du résultat principal. □ 

Remarque 10.2. — L’identité à démontrer (jlO.l.SI) est une identité de trace tordue pour G^, 
et l’introduction des groupes classiques Gi et G' n’est en fait absolument pas nécessaire, leur 
rôle est simplement de permettre un raccourci commode pour certaines notations et d’énoncer 
facilement l’hypothèse de récurrence. Les seuls groupes importants dans cette affaire sont les 
sous-groupes de Levi Li x • • • x de G associés au paramètre ipc- 


11. Les groupes unitaires 

Dans cette section, nous traitons le cas des groupes unitaires, en adaptant de manière rela¬ 
tivement évidente ce qui a été fait pour les groupes classiques. Les résultats avaient dans ce 
cas déjà été obtenu par Johnson |Joh90j à la suite des travaux de Clozel |Clo82j dans le cas 
tempéré. 

Nous passons donc en revue les adaptations et compléments à apporter. Dans cette section, 
Gat désigne maintenant le groupe Resc/R(GLjv) obtenu par restriction des scalaires de C à M 
du groupe GLjv et Gn = GAr(M) est le groupe de ses points réels de sorte que que l’on identifie 
Gn et GLAr(C). L’involution de Cartan sur Gn = GLjv(C) est r : g ^g~^. 

Identifions GAr(C) = ReS[;/R(GLAr)(C) à GLAr(C) x GLAr(C). En considérant la sous-algèbre 
de Cartan de AlAr(C) constitué des matrices diagonales que l’on identifie à C^, on obtient par 
l’isomorphisme d’Harish-Chandra une identification entre les caractères infinitésimaux pour Gn 
et les orbites sous l’action de ©at x dans l’espace (C x C)'^, le premier facteur Gn agissant 
par permutation sur les premières composantes, et le second sur les deuxièmes composantes. On 
peut voir une telle orbite comme un couple de deux multi-ensembles à N éléments dans C. Si 
le caractère infinitésimal est donné par un tel couple ({siq}j=i^...Ar, {sj^ 2 }i=i,...Ar)) alors celui-ci 
est entier si quels que soient i, j G {1,..., Aé}, Sjq — Sj-q G Z et sq 2 — Sj-q G Z. Il est régulier si 
quels que soient i, j G {1,..., A^}, Sjq — Sjq 7 ^ 0 et Si ^2 — •Sj ,2 7 ^ 0. C’est le caractère infinitésimal 
d’une représentation de dimension finie de Gn si et seulement s’il est entier et régulier. 

11.1. Classifications pour GLAr(C). — La classification des représentations irréductibles 
de GLAr(C) est similaire à celle de GLAr(M), le théorème 13.21 qui ramène la classification des 
représentations irréductibles à celle des séries discrètes étant valable tel quel. La différence entre 
les deux cas est que GLAr(C) n’admet de séries discrètes que pour N = 1. Celles-ci sont donc 
les caractères de C^. Ces derniers sont paramétrés par les couples si, S 2 G C avec si — S 2 G Z : 
on pose 

ri{si,S2) : 

Un paramètre de Langlands pour GLAr(C) est un morphisme algébrique d’image semi-simple 

(p: Wc = C^ ^ GLAr(C). 
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Une telle représentation de est complètement réductible, les représentations irréductibles 
Xsii,si 2 de ont été déterminées en (|3.1.1|) . 

Les paquets de Langlands pour Gn sont des singletons, et la classification de Langlands 
avec L-groupe constitue dans ce cas une classification complète de n(GAr). Pour une classe de 
conjugaison de paramètres (/>, notons la représentation correspondante. Ecrivons (p comme 
somme de représentations iréductibles Xsii,si 2 de C^. Alors Lt^ = 81 ^ 2 )- 

Un paramètre d’Arthur pour Gn est un morphisme 

^p-.Wcx SL 2 (C) ^ GLjv(C). 

Une telle représentation de Wc x SL 2 (C) est complètement réductible, et les représentations 
irréductibles de Wc x SL 2 (C) sont de la forme Xsi,s 2 ® si, S 2 € C, si — S 2 G Z, a G N^. 

Les paquets d’Arthur pour Gn sont des singletons. On note 11^ la représentation attachée à 
la classe de conjugaison du paramètre d’Arthur ij;. Si = Xsi,s 2 Ra, si, S 2 G C, si — S 2 G Z, 
a G est un paramètre d’Arthur irréductible, on pose 

a —1 a —1 a —3 a —3 a —1 a —1 

I[si,S2,a) = r]{si -^>«2-^)xr/(si-^>^2-x • • • x r/(si + ^—, S2 + ^—). 

C’est une représentation standard dont l’unique sous-module irréductible de /(si, S2, a) est alors 
le caractère 

r/(si,S 2 )a : g ^ 7?(si,S2)(det(c/)) 

de Ga- On a alors 11^ = r]{si, S 2 )a- Si V’ se décompose en ijj = r V’o alors 11^ = Xjll^.. 

Remarque 11.1. — Nous avons utilisé ci-dessus la forme « complexe » du L-groupe et des 
paramètres de Langlands de Gat = GLjv(C). Si nous considérons ce groupe comme le groupe 
Resc/]R(GLjv), il nous faut aussi introduire Gn = GLAr(C) x GLjv(C) et ^Gn = Gn x Wr, où 
l’élément j de Wr agit sur GLjv(C) xGLjv(C) par ( 51 , 52 ) ( 52551 )- Les classes de conjugaison 

de paramètres de Langlands « complexes » cj) : Wc —>■ GLjv(C) sont alors en bijection (que 
nous ne rappelons pas ici, voir |Bor79p avec classes de conjugaison de paramètres de Langlands 
cj) : VUr ^Gn, et de même pour les paramètres d’Arthur. 


11.2. Résolution de Johnson de 5 (— 2 )^- — Soient p,N G Z x tels que \p\ > N — 1 
et soit 5 (—|, Dat la caractère de Gn défini ci-dessus. Pour s € &n, notons 


a:(s) = x,^i5 




La résolution de Johnson s’écrit alors (remarquons que q{GN) = ; 

0 —>■ — i 7 ;)n AIq —>■ Xi —>■•••—>■ X n(n-i) —> 0 

Z Z 2 

où Xi est la somme directe des A(s), s G &n de longueur N dans le groupe de Coxeter &n- 


11.3. L’espace tordu Gn- — La seule chose qui change par rapport à la section [5] est qu’il 
faut maintenant prendre pour définition de l’automorphisme 6 n de Gn ■ 

6 n ■ g JNCg~^)JN- 

On a 

g{si,S2)^^ = gi-S2,-si). 

Les paramètres d’Arthur irréductibles ^A^-stables sont donc les V’ = Rn, p G Z. 
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11.4. Caractères tordus des résultats de la section [ü] se transposent 

immédiatement au calcul des caractères tordus de7r = 77 (—on obtient : 

(11.4.1) Tr,^(7r) = ^ (-1)'«(^) Tr,,(X(s)). 

11.5. Groupes unitaires et changement de base. — Les < groupes unitaires » que nous 
considérons sont ceux qui apparaissent dans les données endoscopiques elliptiques simples des 
Gn cf. [Mokl5] . Il s’agit donc, si N est pair, du groupe G = U(y, y) et si N est impair du 
groupe G = U(^,^). 

Pour chacun de ces groupes, on dispose d’un plongement du L-groupe de G dans ^Gn ■ 

(11.5.1) Stdc :^G^^Gn 

appelé parfois dans la littérature « plongement standard > ou « principal >. La donnée de 
(G,StdG') est celle d’une donnée endoscopique tordue elliptique pour {Gn,0n)- Le reste de la 
section [9TT] se transpose alors aisément. 

Soit ipc € V’(G) un paramètre d’Arthur pour le groupe G. Posons = Stdc o ipQ. C’est 
un paramètre d’Arthur ^^v-stable pour le groupe Gjsf. Soit 11^ la représentation irréductible 
0Ar-stable de Gat associée à ce paramètre. 

On suppose maintenant de plus que î/'g est un paramètre d’Adams-Johnson. On reprend les 
notations de la section 18.21 pour les objets attachés au paramètre ipc et celle de la section 13.21 
pour les objets attachés à V'- On explicite ceux-ci pour les groupes unitaires. 

Quitte à remplacer ipc par un paramètre équivalent, on peut supposer que le centralisateur 
C de V’g(C^) dans G est de la forme : 

(11.5.2) C^CiX---xCr 

r 

où pour tout i = 1,..., r, Gj = GLat. (C), Ni € N^. On a d’autre part Aj = N. 

i=l 

Soit (Q,L) représentant une classe dans Sq (cf. section [82]) • On a alors un isomorphisme 

L os Li X ■■■ X Lr 

où pour tout i = 1,... ,r, Li = U(6j, cQ, avec 6* J- c* = A,. Si A est pair bi = Yhi Q = y et 
si A est impair bi = Y^i Ci = ■ 

Le paramètre ^|J se décompose en somme de paramètres irréductibles ip = comme 

en (j3.2.ip . où tpi se factorise en 

'iPi-. Wm X SL2 (C) — L^. —^ 

et l’on a V’i,|cx — X- 2 ± E± © Rwi, = V avec pi pair. On note alors li'ipi) = 

/(—y, Y^Ni) la représentation standard correspondante. 

Remarque 11.2. — La condition de parité sur les pi vient de ce que l’on a choisi Std^ comme 
étant le plongement associé au changement de base principal. On aurait pu faire un autre choix 
de plongement, le changement de base « tordu » et la condition de parité aurait été inversée. 

Le reste de la section 19.21 se transpose sans difficulté. Il en est de même des résultats de la 
section [T] 
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11.6. Démonstration du résultat principal. — On reprend les notations de la section 
précédente, où V’G est un paramètre d’Adams-Johnson pour une groupe unitaire quasi-déployé 
G = U(6, c) avec h+c = N et 'tp = Stcoi/jG- Notre but est de démontrer l’égalité de distributions 
sur G N ■ 

(11.6.1) = Ttansg^(0^*^^). 

’/’G 

D’après ()8.3.3I) . on a une égalité de distributions sur G 

( 11 . 6 . 2 ) 0 ^*^, = (-l)^(^*) V 0 ^ 

0g64-(V>g) 


OÙ tous les termes sont des distributions stables. 0n en déduit que 


(11.6.3) Transg'^(0^*Aj) = (-1)''^'^*^ ^ (-I)^^('^g) Transg^(0n ). 


Or, le résultat de la proposition 19.11 est encore valide dans le cas du changement de base, où il 


est dû à Clozel [Clo82j K^)| : on a pour tout pc £ 


(11.6.4) 


Tr0^(n<^) = Transg'^(0n_^^) 


où (f) = Stc O (pQ et Ilçi est la représentation de Gat associée par Langlands au paramètre de 
Langlands (p. L’identité (|11.6.1I) est donc équivalente à 


(11.6.5) Tr,,(nv,) = (-1)''(^*) (-l)''^(^«)Tr,,(n^). 

(pG^^iÙG) 


La réduction au cas d’un paramètre irréductible marche ici comme dans la section fit). 41 II s’agit 
donc d’établir les résultats analogues à ceux de la section fTU.3[ en remplaçant Speh ((—|, |) , n) 
par T] (—|, 1)^ (avec ici p pair, cf. remarque 111 .2p . et plus précisément de montrer que : 


(-1)^«(^) Tr,,(X(s)) = (-1)'?(^*) (-l)'^^(<^«)Tr,,(n^). 

s&N éG6<î'(ÙG) 


Exhibons à cette fin une bijection s € 4>g ^ ^(V’g) telle que X{s) = cp = Std^ o (pQ 

et q{L*) + ivi4>G) = ^eis) mod 2. 

Dans le cas qui nous occupe, le paquet d’Adams-Johnson du paramètre V’G est un single- 
ton, constitué du caractère unitaire du groupe unitaire quasi-déployé G = U(6, c) donné 
par g i-)> {àetgy/'^. L’ensemble ^{iPg) est alors l’ensemble des paramètres de Langlands des 
représentations standard apparaissant dans les résolutions de 'ïï^^. D’après la section fH ces 
représentations standard sont paramétrées par et leur paramètres de Langlands par 

Ceci donne la bijection voulue par multiplication par l’élément le plus long wq , de manière 
analogue à la section 110.31 

On vérihe maintenant que les longueurs coïncident, en utilisant £ 0 ( 100 ) = q{L*) de la même 
manière que dans la section 110.31 en reliant longueur de Vogan, dimension des orbites dans la 
variétés des drapeaux pour le groupe unitaire et 0-longueur dans CI 


2. La normalisation de Clozel ne se fait pas avec les modèles de Whittaker mais avec le U(n)-type minimal; 
comme il n’est pas clair que cette normalisation coïncide avec celle qui est utilisée ici, on vérifie que le transfert 
se fait sans constante » comme pour les groupes orthogonaux ou symplectiques dans l’appendice [X] 
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Annexe A 


Calcul du facteur de transfert spectral pour les représentations tempérées dans le 

cas archimédien 

Nous avons besoin de compléter le calcul de [Mezl6j pour avoir précisément ce qui est appelé 
par Mezo et Shelstad le facteur de transfert spectral (cf. (I9.1.8p b Le calcul est ici beaucoup plus 
simple que ce qui est fait en [Mezl6] . mais uniquement pour les groupes classiques (alors que 
[Mezl6] est plus général). Il devrait pouvoir être fait de manière purement locale et nous 
n’avons aucun doute sur le fait que Shelstad et Mezo donneront sous peu une meilleure preuve. 
L’argument est de type local/global : on montre que l’on peut mettre la situation à une place 
archimédienne dans une situation globale où aux autres places on connaît le résultat : c’est la 
méthode suivie par |Artl3j pour déduire le cas p-adique du cas archimédien supposé établi. 
L’intérêt de cet annexe est aussi de compléter la preuve des toutes les hypothèses faites en 
[Artl3| et de rendre inconditionnels tous les travaux qui en dépendent. On s’inspire de [Art 13] 
6.2.2, on y a juste ajouté une construction tirée de [ÜÜÜ9] pour traiter le cas des caractères 
centraux non triviaux pour les représentations des groupes classiques considérés. On reprend 
les notations des sections [ 5 ]à[ini 

A.l. Rappel des résultats de |Mezl6| . — On normalise les facteurs de transfert 
géométriques et les mesures de sorte que le transfert géométrique soit compatible au produit 
scalaire elliptique, à un facteur près, noté c{G, G') dans [Wall 6] §4.17. Ceci ne hxe pas 
complètement les choix pour les facteurs de transfert, on reviendra sur ce problème ci-dessous. 
On dualise pour obtenir le produit scalaire elliptique sur l’espace des représentations elliptiques. 
Pour ce produit scalaire elliptique la norme d’une représentation discrète de Gat est 2^ où x est 
le nombre de facteur du sous-groupe de Levi de Gn à partir duquel on induit, d’après [Wal] 
§7.3. (où la définition de l{t) est en [Wal] §2 .11). Le facteur d’isométrie vaut 2 quand le groupe 
classique considéré comme endoscopique est Sp(2re,M) ou SO(n, n -|- 1) (cas A et B du texte) 
et 4 pour les groupes SO(n,n) ou SO(n — l,n -|- 1) (cas C et D) car il y a en plus un groupe 
d’automorphismes extérieurs (voir le calcul de c{G, G') dans [Wall6] §4. 17). 

On fixe le groupe classique G que l’on suppose quasi-déployé et ayant des séries discrètes et 
soit V’ un paramètre pour une représentation discrète de Gat se factorisant par un paramètre 
'î/’G de G (c’est-à-dire que 'ijj = Stdc o V’g)- On note vr‘^(' 0 ) := où la somme porte sur 
les séries discrètes de G dans le paquet déterminé par '0G ! rappelons que dans le cas des 
groupes orthogonaux pairs, on regroupe deux paquets conjugués sous le groupe orthogonal 
quand ces paquets sont distincts. On note 11^ la représentation irréductible de Gat ayant V’ 
comme paramètre de Langlands. On étend 11^ en une représentation de Gjy, normalisée comme 
dans la section [52] grâce à la donnée de Whittaker. 

D’après [Mezl6] . il existe un nombre complexe z{'ip) tel que l’on ait l’égalité de transfert : 

(A. 1 . 1 ) V/€ Tr,^(n,^)(/)) = z(V') TV(vr^(V’)(/'')), 

où est un transfert de / à G(M). Notre but est de montrer que z(V’) = 1- 

A.2. Valeur absolue du facteur de transfert spectral. — Une première étape est de 
remarquer comme corollaire des choix faits le résultat suivant. 

Lemme A.l. — Le facteur de transfert, z{'ijj) dans la formule liA.l.l]) est de valeur absolue 1. 

Démonstration . Il faut calculer la norme elliptique de 7 r‘^(î/)). Dans le cas de Sp(2n,M), chaque 
série discrète a pour norme 1 et il y en a 2” ; avec le facteur d’isométrie 2, on obtient 2"'"*“^. La 
norme de la représentation elliptique de G 2 n-i-i est bien ici 

Pour les groupes orthogonaux, il faut revenir aux iL-groupes de Kottwitz (cf. [Artn.3] i. 
La norme de la distribution stable se calcule à l’aide du transfert à partir des A-groupes. Si 
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G = SO(n, n + l),le paramètre ijjc est celui de séries discrètes de tous les groupes SO(p, q) avec 
(—1)^ = (—1)"', il y en a ; la norme de la représentation elliptique de G 2 n est effectivement 
2” et on a encore le résultat. 

Dans le cas de SO(n,n) (n pair) ou SO(n — l,n + 1) (n impair) (de sorte qu’il y a bien 
des séries discrètes), on distingue suivant que dans la décomposition de V' = de la 

section [9.21 la paramètre 'ipr est trivial ou non (n^ = 0 ou n,. 0). Dans le premier cas, les 

séries discrètes sont invariantes sous le groupe orthogonal et leur nombre se calcule en utilisant 
l’endoscopie tordue pour le groupe orthogonal (ou plutôt le ié-groupe associé), on trouve alors 
2”“^. La norme de la représentation de G 2 n est . Le facteur d’isométrie étant 4 dans ce cas, 
on obtient bien l’égalité. Dans le second cas, dans la classe de conjugaison sous 0(2n, C) de V'G; 
il y a deux classes de conjugaison sous SO(2n,C). Les séries discrètes ne sont pas invariantes 
sous le groupe orthogonal, il y a deux paquets différents de celles-ci échangés par le groupe 
orthogonal. La norme de la somme des deux paquets est encore le nombre de séries discrètes 
associées au paramètre V’G et se calcule en utilisant l’endoscopie ordinaire à automorphisme 
près. On trouve 2”“^ données endoscopiques possibles à automorphisme près. Ainsi la norme 
d’un paquet est 2”“^. La norme de la représentation de G 2 n est ici 2"' et on retrouve encore 
l’assertion. □ 

A.3. La fonctorialité de Langlands pour les représentations tempérées. — Ici on 

suppose que F est soit un corps p-adique soit un corps archimédien. On connaît déjà un certain 
nombre de résultats sur la fonctorialité de Langlands en particulier sur les paramètres. Cela 
repose sur l’étude de l’espace IcuspiG) : cet espace vectoriel est l’image des fonctions C^{G) 
dont toutes les termes constants (au sens d’Harish Chandra) pour les sous-groupes paraboliques 
propres de G sont nulles modulo l’espace des fonctions (G) dont toutes les intégrales orbitales 
pour des éléments semi-simples réguliers sont nulles. 

On sait décomposer cet espace en utilisant la théorie de l’endoscopie ordinaire. Pour cela et 
pour un groupe quasi-déployé H, on définit SIcusp{H) qui est le quotient de Icusp{H) par le 
sous-espace engendré par les fonctions dont toutes les intégrales orbitales stables sont nulles. 

Ce qui nous importe ici est de comprendre SIcusp{G) en supposant que G est quasi-déployé. 
A une représentation elliptique irréductible on associe un pseudo-coefficient qui est un élément 
de IcuspiG) ; on sait que la projection orthogonale (pour le produit scalaire elliptique) de ce 
pseudo-coefficient sur SIcuspiG) est nulle si vr n’est pas une série discrète. Si tt est une série 
discrète on note cette projection. Si F est archimédien, on sait que est la somme des 
pseudo-coefficients pour les séries discrètes dans le même paquet de Langlands que tt. Si F est 
p-adique, tant que l’on ne peut pas utiliser |Art1.3| . c’est-à-dire tant que l’on n’a pas démontré 
ce qui est l’objet de ces lignes, on connait uniquement les propriétés suivantes : 

• si TT ^ tt' sont des séries discrètes, alors est un multiple de ou ces deux fonctions 
sont orthogonales pour le produit scalaire elliptique, 

• dans tous les cas SIcuspiG) est engendré comme espace vectoriel par l’ensemble des fonctions 
f'IT,St quand vr parcourt l’ensemble des séries discrètes. 

Dans certains cas, comme ceux qui nous occupent ici, l’espace SIcuspiG) peut se comprendre 
grâce à l’endoscopie tordue ; pour cela on utilise le fait que G fait partie d’une donnée endo¬ 
scopique elliptique d’un Gn (cet espace tordu est défini pour F p-adique de la même façon que 
pour F = M. De manière plus générale les notations du texte concernant GL et les groupes 
classiques s’adaptent de manière évidente à un corps F quelconque). En fait ici, la situation est 
particulièrement simple : si G Sp(2n), alors N = 2n est pair et G = SO(2n) quasi-déployé 
ou G = SO(2n -|- 1) et G détermine uniquement une donnée endoscopique elliptique de Gn- Si 
G = Sp(2n), les données endoscopiques elliptiques qui ont comme groupe sous-jacent G sont 
en bijection avec les caractères quadratiques de F* ; dans ce qui suit on considère la donnée 
endoscopique elliptique correspondant au caractère quadratique trivial si G = Sp(2n). 
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On revient à vr une série discrète irréductible de G et à si G = SO(2n), on note 

soit si vr est stable sous l’action de 0(2n) soit la somme + fw^st où vr' est l’image de 
vr sous l’action de 0(2n). On sait a priori que fTr,st ou sont des transferts pour l’ensocopie 
tordue d’un élément de Icusp{Gn) et le problème est de déterminer cet élément. 

On a déjà des renseignements assez précis pour résoudre ce problème. A vr est associé un 
morphisme (j) de Wp dans GLAr(C) où Wp = Wp si F est un corps archimédien et W'p = 
Wp X SL 2 (C) si F est un corps p-adique. On note la représentation irréductible de Gn qui 
correspond à cj) par la correspondance de Langlands. On sait que définit une représentation 
elliptique de Gn, c’est-à-dire qu’il existe un sous-groupe de Levi M de Gat et u une série 
discrète de M tels que vr soit l’induite de a et tels que le normalisateur de {M,a) dans Gn est 
un espace homogène sous l’action de M, ou autrement dit que Normg^ (M, a)/M a exactement 

un élément. On étend cette représentation en une représentation de G~^ comme dans la section 
[Q grâce à la donnée de Whittaker. 

A une telle représentation elliptique, est associé un pseudo-coefficient Pour le moment, 
on sait qu’il existe € C* tel que soit un transfert de z'^fcj). Comme n’est pas de norme 1 
pour le produit scalaire elliptique, il est préférable de traduire ce transfert en termes de transfert 
de trace de représentations : d’abord on écrit la combinaison linéaire stable de séries discrètes 
associées à fTr,st ou sous la forme : 

VTsi := ^ a(vr')Trvr', 

Tr'ellst 

où Ilst est un ensemble fini de séries discrètes contenant vr et où a(vr') G avec a(vr) = 1. Si 
F est archimédien, on a même a(vr') = 1 pour tout vr' G Pgf A posteriori cela sera aussi vrai si 
F est p-adique mais pour le moment on ne le sait pas. Donc au sujet du transfert, on sait qu’il 
existe tel que pour tout / G Un, on ait : 

(A.3.1) Tr,^ (n<^(/)) = a(vrO TV (vr'(/«)) , 

Tr'ellst 

où est le transfert de / à G. 

Nous voulons démontrer que z-^r = i- si F est archimédien. et pour cela, nous allons utiliser 
quelques cas simples de ce résultat dans le cas où F est p-adique. 

A.4. Les cas simples des groupes p-adiques et des représentations de Steinberg. 

— Comme dans le paragraphe précédent, on fixe encore G = G{F) un groupe classique quasi- 
déployé, et ici F est un corps p-adique. La représentation de Steinberg est bien définie pour 
G ; c’est l’image de la représentation triviale par l’involution d’Iwahori- Matsumoto. C’est une 
série discrète. Comme la représentation triviale a un caractère qui est une distribution stable, 
il en est de même de la représentation de Steinberg. On note St (G) cette représentation. On 
veut calculer son transfert pour l’endoscopie tordue vers Gn- On définit a priori ce qui sera le 
résultat. Si G est un groupe endoscopique principal de Gn, c’est-à-dire si G 7 ^ SO(2n), alors on 
considère St(A') la représentation de Steinberg de Gn- Si G = SO(2n), on considère l’induite 
St(A' — 1) X r]G où rjG est le caractère trivial de F^ si G est déployé et est le caractère défini 
par l’extension quadratique qui déploie G sinon. Pour unifier les notations, on note St (G) cette 
représentation. 

Lemme A.2. — Pour toute fonction f Çï Un, 

Tve^ (st(G)(/)) =Tr (St(G)(/«)) , 
où est un transfert de f à G. 
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Démonstration . En [Moel4] il est montré (comme nous l’avons rappelé ci-dessus) qu’il existe 
un scalaire z tel que l’on ait pour tout f € Hn, 

Tt 0 ^ (s~t(G)(/)) = Z Tr (St(G)(/G)) , 

et le point est de montrer que z = 1. Comme le transfert commute au module de Jacquet, on se 
ramène aisément à montrer cette égalité pour n = 1. Les cas de SO(3) et SL(2) sont simples : 
dans ces cas, on a : 

(A.4.1) St(G) = Indgd r) - 1 g, 

où 1 g est la représentation triviale de G et æ vaut 1/2 si G = SO(3) et 1 si G = SL( 2 ). 
Distinguons encore suivant que G = SL(2) ou SO(3). Dans le premier cas, on obtient que le 
transfert de St(G) est la différence des traces tordue de l’induite | | x 1 x | |“^ et de la trace 
tordue de la représentation triviale, l’action de 0 est celle qui est donnée par la normalisation de 
Whittaker. On remarque que l’induite | | x 1 x | |“^ a exactement deux sous-quotients irréductibles 
dont la classe d’isomorphie est stable sous l’action de û qui sont la représentation triviale 
de GL 3 (F) et la représentation de Steinberg; chacune de ces représentations a multiplicité 
un et hérite de la « bonne » action de û quand on a normalisé l’action de 9 sur l’induite 
de façon à commuter à la fonctionnelle de Whittaker. Donc la trace tordue de l’induite est 
exactement la somme des traces tordues. Ainsi la trace tordue de St(G) se calcule en faisant 
la différence des traces tordues comme dans lA.ËTl ce qui donne le résultat cherché. Dans le cas 
de G = SO(3), c’est encore plus simple car l’induite à considérer est | x | qui est de 
longueur exactement deux contenant comme sous-quotients irréductibles la représentation de 
Steinberg et la représentation triviale. 

Il reste le cas où G = SO(2) déployé ou non. Ici St(G) est la représentation triviale du tore. On 
va d’abord traiter (avec l’aide de Waldspurger) le cas de SO(2) non déployé. Le cas archimédien 
(dont on n’a pas besoin ici) est partiellement traité dans [FM] il manque juste l’interprétation 
d’un signe en termes de facteurs de transfert. On considère la représentation induite 1 x r] de 
GL 2 (E) où r] est le caractère quadratique déterminant une extension E de F tel que SO(2) soit 
les éléments de normes un de . On note ff l’extension de cette représentation à G 2 en imposant 
que tt{9) préserve le modèle de Whittaker. On peut décrire facilement 7f(0) (c’est analogue à 
[FM]) : notons B le sous-groupe de Borel de GL 2 (F) et Bq son intersection avec SL 2 (F). Alors 
la restriction de Indg^^'-^^l (g) 77 ) à SL 2 (F) est exactement Ind^^^^^^(l O ù)|Bo’ c’est-à-dire 
l’induite du caractère rj de Bq k SIj 2 {F). Or cette dernière induite est la somme de deux sous- 
modules irréductibles, 7r+07r“ où par définition 7r+ est la sous-représentation ayant le modèle de 
Whittaker. On remarque qu’ici 9{g) = g/ det{g) et en particulier 9 agit trivialement sur SL 2 (F). 
Ainsi Tt{9) agit nécessairement par -|-1 sur tt'*'. Evidemment Tt{9) ne peut être identiquement 
1 sinon 7 r{g) = Tr{9{g)) pour tout g G GL 2 (F) ce qui force le caractère central de tt à être 
trivial alors qu’il ne l’est pas. Ainsi 7f(0) vaut nécessairement —I sur 7r~. Pour g G SL 2 (F), le 
caractère de tt en g9 est exactement TT^{g) — 'ïï~{g). Cette différence de caractère a été calculée 
en terme d’endoscopie pour SL 2 (F) par Labesse et Langlands : c’est le transfert endoscopique 
du caractère trivial du même SO(2, F) mais ce n’est pas la même correspondance endoscopique. 
En reprenant les définitions, on vérifie que si <5 G SO(2,F) correspond à <7 G SL 2 (F) (ou plutôt 
à sa classe de conjugaison stable) dans l’endoscopie pour SL 2 (F) alors <5^ correspond à la classe 
de conjugaison stable de g pour l’endoscopie tordue pour GL 2 . Fort heureusement, pour un tel 
couple (à, g) on a l’égalité des facteurs de transfert 

Asl2(f)('^)5') = Agl2(f).6»('^^)5')- 

Soit donc g G SL 2 (F) tel que les valeurs propres de g soient («(ÿ), «(< 7 )“^) avec a{g) dans E^. 
Nécessairement a{g) est de norme un et détermine donc un élément 5 G SO(2,F). Ainsi 5 et 
sont les éléments de SO(2,F) tel que le facteur de transfert Asl 2 (f)(<^) 5 ) 7 ^ 0 et d’après 
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[LL79] . on a l’égalité de caractères : 

{g) - {g) = ^ Asl2(f)(<5,9). 

(5eSO{2,F) 

D’après ce que l’on a vu ci-dessus, pour ce point g, le ternie de gauche est le caractère tordu 
de TT et celui de droite est Ylseso {2 F) ^GL 2 {F).e{^‘^^ g) st ce sont les deux éléments 5^ qui 
correspondent à la classe de conjugaison tordue stable de g. On obtient donc bien z = 1. 

Il reste le cas où SO(2,F) est déployé, c’est-à-dire SO(2,F) ~ . Dans ce cas, SO(2,F) 

n’est pas associé à une donnée endoscopique elliptique de G 2 mais est à une donnée endoscopique 
elliptique de l’espace de Levi M := xF ^).6 o\i 6 {t,t') = (t Le transfert des fonctions 

est alors facile, 

JF* 

L’analogue de la représentation vr du paragraphe précédent est tout simplement l’induite 
irréductible du caractère trivial du Borel de GL 2 (-F), l’action de 9 étant l’action triviale et la 
formule de transfert des caractères est alors immédiate. □ 

A. 5. Le cas des représentations 0-induites. — Le transfert commute à l’induction c’est 
une des propriétés clés mais on va utiliser cette propriété uniquement dans un cas très particulier. 
On suppose que G est déployé, il contient donc un sous-groupe parabolique, P, de Levi isomorphe 
à GL„(F) ; si G 7 ^ SO(2n) à conjugaison près, il n’y a même qu’un seul tel sous-groupe 
parabolique, par contre si G = SO(2n), il y en a deux qui sont conjugués sous 0{2n,F). On 
fixe io une représentation cuspidale irréductible unitaire de GLn,(F). Soit g, un caractère de 
F^ ; on considère d’une part la représentation induite F{g) := Indp(a;/i) de G (si G = SO(2n) 
on fixe l’un des choix) et d’autre part la représentation induite de GL 7 v(i^), F{g) qui est soit 
uig X oj *si iV = 2n soit ug x 1 x uj*g~^ si iV = 2n -|- 1. On munit F{g) de l’action de 9 qui 
fixe la fonctionnelle de Whittaker ; cette action coïncide avec l’action canonique de 9 suivante : 
on note K; un espace dans lequel on réalise oj ; alors ug se réalise évidemment dans Vuj sans 
aucun choix supplémentaire. Par contre, on fixe un automorphisme A qui identifie l’espace de 
a;*, Vuj* avec I4i et qui entrelace l’action de uj* avec l’action g € GL„(F) 1 —>■ ijj{J~^^g~^Jn)- 
La représentation induite se réalise dans l’espace des fonctions sur G'L]\f{F) lisses à support 
compact modulo le bon parabolique et à valeurs dans O Kj* . Alors 9 agit naturellement sur 
cet espace par 

y g € GL{N, F), 9.f{g) = ® Af{9ig)). 

Cette action coïncide avec l’action de 9 préservant la fonctionnelle de Whittaker. La trace tordue 
se calcule via le terme constant comme la trace tordue pour la représentation ujg (g) uj*g~^ de 
(GL„(F) X GIjn{F)).9' où 9'{g, g') = {9n{g'), 9n{g)) (avec 9n défini comme 9). L’endoscopie avec 
GL„(F) est alors triviale. On déduit du fait que le transfert commute à l’induction, l’égalité de 
transfert : 

V/ G Un, TVe, [^g){f)) = TV {F{g){f)) . 

Il faut remarquer que est invariant sous l’action de 0(2n,F) si G = SO(2n, F) est déployé 
et que ce résultat ne dépend donc pas du choix du parabolique pour définir 7 r{g). 

A. 6 . Globalisation d’après Arthur et Chenevier-Clozel. — Le paragraphe qui suit est 
tiré de |Artl3] 6.2.2 ; comme dans cette référence il est supposé que le corps de nombres sur 
lequel on se place a « beaucoup » de places archimédiennes et que nous voulons le résultat sur Q, 
on redonne les arguments. De plus on a ajouté une construction tirée de [CC09j qui permet de 
ne pas avoir de problème avec les caractères centraux des représentations des groupes classiques. 
Là aussi on dévie du cadre de |CC09] . puisque dans cet article c’est le cas de SO( 2 n -|- 1) qui 
était traité alors que l’idée nous sert justement à traiter le cas des groupes classiques ayant un 
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centre. La situation est donc maintenant globale, notre groupe classique G est défini sur un 
corps de nombres, noté F. 

Le premier résultat utilisé est un résultat local démontré en |Art89b] 5 . 1 (voir aussi [CRlOj i : 
on fixe vr une série discrète de G(M) et on considère f-w,st- Ici fTT,st est la somme des pseudo¬ 
coefficients pour les séries discrètes de G(M) dans le même paquet stable que vr. C’est une 
fonction cuspidale et stable. Alors les intégrales orbitales de sont nulles en tout point non 
semi-simple. 

On fixe un caractère infinitésimal v de G(M) que l’on suppose entier et loin des murs. Cela 
entraîne que pour toute représentation tToo de G(M) unitaire, tToo est une série discrète : en effet 
d’après [SR99] . une telle représentation est l’une des représentations construites par Vogan et 
Zuckermann f [VZ84] ). Or ces représentations n’ont un caractère infinitésimal « loin des murs » 
que si elles sont des séries discrètes. On reprend aussi la notation de [Art 13] 6 . 2.2 , mi^ avec 
m € N pour faire tendre i' vers l’infini dans une chambre de Weyl fixée et évidemment miy 
est toujours entier et loin des murs. On remarque alors aussi que quand mu est fixé, les séries 
discrètes de G(M) ayant ce caractère infinitésimal sont dans un unique paquet de Langlands 
si G ^ SO(2n) et par contre sont dans deux paquets de Langlands conjugués sous 0(2n,M) 
si G = SO(2n). On note donc fmu,st la somme des pseudo-coefficients comme ci-dessus. On 
remarque aussi pour la suite que si tt,^ est une série discrète de G(M) de caractère infinitésimal 
U, son caractère central ne dépend que de u, on le note Xu (cela n’a d’intérêt que si G(M) a un 
centre non trivial) et Xmu = Xv effet pour calculer le caractère central, on écrit tïi, comme 
sous-quotient d’une série principale ; dans cette série principale les exposants des caractères par 
leur multiple par m sans changer leur restriction à — 1 G M et la nouvelle série principale contient 
comme sous-quotient une série discrète de caractère infinitésimal mu. D’où l’assertion. 

On fixe V un nombre fini de places de Q contenant la place archimédienne, le Vram de 
]MW16] (c’est-à-dire toutes les places de petites caractéristiques résiduelles) et telles que le 
lemme fondamental tordu soit vrai hors de V. On suppose que D a au moins deux places finies. 
On en fixe une, notée vq et on suppose que G(Q) est déployé en cette place (la condition n’est 
restrictive que si G = SO(2n) est quasi-déployé non déployé). En la place vq, on note Fq le 
complété de Q et on fixe une représentation cuspidale irréductible unitaire ujq de GL„(Fo) tel 
que pour tout caractère non ramifié u de F^^, la représentation n’est pas isomorphe à sa 
contragrédiente ujqU~^. Alors pour tout u comme précédemment et pour tout parabolique P de 
G(Fo) de sous-groupe de Levi GL.„(Fo) l’induite Indp^^°^a;oî^ est irréductible. On reprend une 
idée de [ÜÜÜ9] : on fixe une fonction /o sur G(Fo) dont la composante de Paley-Wiener est 
nulle pour toute composante {M,a) où M est un sous-groupe de Levi de G(Fo) différent de 
GL„(Eo) ou égal à GL„(Fo) mais alors a ^ uu pour tout u caractère unitaire non ramifié de 
Fq . On impose en plus à /o de vérifier /o(l) 7 ^ 0 ce qui ne pose pas de problème en utilisant la 
formule de Plancherel. On note Xuj le caractère central de u et on remarque que pour 2 ; dans le 
centre de G{Fq) (c’est-à-dire z = 1 ou z = —1 ce qui ne peut se produire que si G / SO(2n-|-l)), 
on a z.fo = Xujiz)fo. 

On définit /o G I{Gn) de tel sorte que /o en soit un transfert : la composante de Paley- 
Wiener de cette fonction est nulle sauf sur la composante associé à M, ô) où M est le transfert 
du Levi M = GL„(Po) de G{Fq) et w est le transfert de u c’est-à-dire essentiellement u ^ lo 
ou w (g) w ( 8 ) 1. Et les termes constants de /o ont pour transfert le terme constant de /o pour ces 
Levi mais l’opération de transfert est ici assez évidente. 

On fixe et w et on demande à w d’avoir comme caractère central restreint au centre de G(M) 
le caractère Xv Oii note le sous-ensemble de V dont on a enlevé vq et l’infini. Pour toute place 
u de Q dans V, on fixe un pseudo-coefficient de la représentation de Steinberg. On note Ip-v 
la fonction caractéristique du compact G{Oy). Alors la fonction f^{mu) := XvgV' fv 

est invariante sous l’action du centre de G(Q). C’est en plus une fonction cuspidale en au moins 
deux places et dont les intégrales orbitales en les éléments non semi-simples sont nuis (car cela 
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est vrai pour fmu)- On fixe aussi fmu une fonction cuspidale de Icusp{Gn) dont le transfert à 
G(M) est la fonction fmu et pour tout v £ V, une fonction cuspidale dans IcuspiGN{Fv'))) qui 
a fjji comme transfert à G{F^i) (ici on utilise bien que ce ne soit pas utile le fait que f^/ est 
naturellement dans On pose f{mu) := Ij^vfofmu XvgV fv où est G'Lj\f{C)^).6]\f. 

Comme la notation le suggère, est un transfert de / pour l’endoscopie tordue. 

Soit un caractère pour l’algèbre de Hecke sphérique de G{<Q^) et son transfert à 
GLjv(Q^). Pour m,v,üj comme ci-dessus; on fixe aussi //q un caractère non ramifié de F^ 
et on note n^(c^, //q) l’ensemble des représentations automorphes de carré intégrable de 

G(Aq) qui ont mv comme caractère infinitésimal à l’infini, qui sont non ramifiées hors de V et se 
transforment sous le caractère pour l’action de l’algèbre de Hecke sphérique, qui en V sont les 
représentations de Steinberg et qui en vq sont isomorphes à l’une des induites Indp(/io( 8 )<^) pour 
P l’un des paraboliques de G{Fq) de Levi GLn,(Po)- On note ît{(F la représentation 
de GL 7 v(Aq) qui hors de V est la représentation non ramifiée correspondant à qui en toute 
place de V' est le transfert de la représentation de Steinberg de G{Fyi) et qui en uq est l’induite 
LOfio X si N est pair et de ui^o x x 1 si A" est impair. 

Arthur a démontré le résultat suivant (en des termes différents) ; on note ici i{G) la constante 
i{GN, G) qui intervient dans la stabilisation de la formule des traces, la seule chose importante 
pour nous est que c’est un nombre rationnel positif. 

Théorème A.3 f [Artl3j 6.2.2). — Pour m suffisamment grand, il existe et /tq que 
l’ensemble {c^, mu, soit non vide. Alors tt{(F, mu, est une représentation automorphe 
qui intervient dans la partie diserète de la formule des traees pour Gn- 

De plus pour toute fonction /“ dans 0veV-{oQ}HGN{Fv)) dont on note fy’°° un transfert 
à G(Qy_{oo}) on a l’égalité de transfert : 

Tr^iv ,rnu, flo)ifv fmul)^Ÿ) = ^(G) (f^{fv°°fniulKvŸ) , 

(c^ ) 

où m{'ïï) est un entier positif. 


Démonstration . On reprend la démonstration de loc.cit. On note /^o() et ifpecÇ) le côté 
géométrique et le côté spectral de la formule des traces pour G et 5/^^ le côté géométrique de 

la formule des traces stables pour G et ifpec les côtés de la formule des traces tordues ; on a 
supprimé le V de la notation mais c’est bien pour cet ensemble de places fixé que ces objets sont 
définis. La première remarque est fmu n’a de transfert non nul que pour la donnée endoscopique 
associée à G(M). Ainsi la stabilisation de la formule des traces pour G]\f{Q) = GLjv(Q).0 se 
réduit à : 

= i{G) SI^M'^imu)). 

Mais de même fmu est dans SIcusp{G(M.)) et ses transferts aux groupes endoscopiques elliptiques 
propres de G(M) sont nuis d’où encore : 


La fonction f^{mu) est cuspidale en au moins deux places ; le côté géométrique de la formule des 
traces se réduit donc aux intégrales orbitales. En plus fmu a ses intégrales orbitales non semi- 
simple nulles et ce côté géométrique se réduit donc à une somme avec des coefficients explicites 
(des volumes) pour les intégrales semi-simples. La dépendance de ses intégrales quand m grandit 
est explicité par Harish-Chandra comme le montre |Artl3j . Cela assure que {mu)) est 

certainement non nul pour m grand si la somme des intégrales orbitales en les éléments centraux 
de G(Q) est non nulle. Or la fonction f'^{mu) est invariante sous l’action de ce centre par 
construction et il suffit donc que f'^{mu){l) ^ 0. Or il est clair que l;^v(l) = 1, fmu{i) n’est 
pas nul par le calcul d’Harish-Chandra, /o(l) 7 ^ 0 car on l’a construit comme cela et pour tout 
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U € y tel que est un pseudo coefficient d’une représentation de Steinberg, on a aussi fv{^) ^ 0 
par la formule de Plancherel. D’où la non nullité cherchée. 

Ainsi on a aussi une non nullité du côté spectral : 

ifpecihmy)) = + 0 , 

pour m suffisamment grand. Comme f^{mv) est non ramifié hors de V, il existe un caractère 
comme ci-dessus tel que G(Aq) ait des représentations non ramifiées hors de V se transformant 
suivant le caractère pour l’algèbre de Hecke sphérique et intervenant dans la partie discrète 
de la formule des traces pour G. En transférant à Gjy, on trouve donc une représentation 
automorphe 7 r(c'^) de GLjv(Aq) invariante sous 0 et dont la 0-trace n’annule pas la fonction 
Par les théorèmes de multiplicités un fort cette représentation est uniquement déterminé 
par le choix de ou plutôt son transfert c^. 

Montrons que cette représentation a les propriétés annoncées dans l’énoncé : d’abord on 
considère la place archimédienne. On note tToo la composante de vr(c^). On rappelle que fmu 
est une fonction cuspidale. On écrit la 0-trace de rtoo dans le groupe de Grothendieck des 0- 
représentations avec comme base les induites de représentations 0-elliptiques. Et est de 
trace nulle sur les induites propres, il ne reste que la contribution des 0 -elliptiques mais comme 
fmiy est un pseudo coefficient de la représentation 0 -elliptique de caractère infinitésimal (le 
transfert de mi/)le caractère infinitésimal de ^oo est aussi mz^. Quand on écrit comme 

induite de représentation de carré intégrable, on voit que le fait que mv soit loin des murs force 
TToo à être cette représentation 0-elliptique. Cela force en même temps 7 r(c^) à être une induite 
de représentations cuspidales (et pas seulement de représentations de carré intégrable). 

On considère maintenant une place u G P qui n’est ni l’infini ni vq. Avec la même 
démonstration que ci-dessus on vérifie que 7 r(c'^)t, est un sous-quotient de la série principal qui 
admet aussi le transfert de la représentation de Steinberg comme sous-quotient. En utilisant 
le fait que est nécessairement une induite de composantes locales de représentations 

cuspidales (globales) cela force 7 r(c^)i, a être en plus tempérée (bien que l’on ne connaisse pas 
la conjecture de Ramanujan) ; il n’y a plus de choix si G 7 ^ SO(2n), 7 r(c^)^ est nécessairement 
la représentation de Steinberg. Et si G = SO(2n) c’est nécessairement l’induite St(2n) x rjy où 
r]v est le caractère quadratique déterminant la forme orthogonale. 

Il reste la place vq ; traitons le cas où G = Sp(2n) sinon il faut enlever dans ce qui suit. En 
utilisant le fait que Tr 7 r(c'^)^p(/o) 7 ^ 0 , on voit qu’il existe des caractères non ramifiés 
tel que 7 r(c^)t,o = ^ ^* 0-2 x Comme cette représentation est nécessairement autoduale 

(en tenant aussi compte des propriétés de eu), on a //2 = et /Xg = 1. Mais le caractère central 
de cette représentation est nécessairement trivial car il fait partie de la donnée endoscopique 
liée à G et donc /X 3 = 1. Ainsi en posant /xq := fJ-i, on a montré la totalité des propriétés voulues. 

On écrit la stabilisation de la partie discrète de la formule des traces pour Gm conformément 
à [MW16j . En fixant le caractère , dans ce côté spectral il n’y a que la trace tordue de 
7 r(c'’"). Dans la stabilisation, a priori d’autres données endoscopiques elliptiques que G peuvent 
apparaître mais on ne calcule les distributions que sur les fonctions fmu (avec les nota¬ 

tions de l’énoncé). Le fait que les transferts de fmu sont nuis sauf pour la donnée endoscopique 
elliptique liée à G, simplifie la stabilisation en, pour tout /“ 

(A. 6 . 1 ) Tre^ (^ 7 r(c^,mzx,/xo)(/v°/mi/l^)) = i(G) ^ m{TT) Tr (n{fy’°°fmulKv)) , 

,mu) 

OÙ n^(c^ , mu) est l’ensemble des représentations automorphes de G(A) non ramifiées hors de 
E et y correspondant au caractère de l’algèbre de Hecke sphérique et ayant mu comme 
caractère infinitésimal ; m( 7 r) est la multiplicité dans la partie discrète stable du côté spectral. 
On a déjà vu que l’on pouvait enlever le mot stable et m( 7 r) est donc la multiplicité dans la 
partie discrète de la formule des traces pour G et cette multiplicité est positive car la régularité 
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du caractère infinitésimal fait que l’on ne voit pas les termes venant des paraboliques propres. 
Il reste juste à montrer que l’on peut encore remplacer Ii^{cy,mv) par n^(c^, ^o) ^ pour 

cela on remarque que l’égalité (IA.6.ip est une égalité de transfert en toute place de V sauf la 
place archimédienne. Mais on sait que le terme de gauche est un transfert de la représentation 
irréductible et stable ® Iiidp(w^o) (ü n’y a pas à distinguer suivant les deux 

paraboliques possibles si G = SO(2n) car le transfert des fonctions donnent une fonction inva¬ 
riante sous 0(2n)). Avec l’indépendance linéaire des caractères on obtient l’assertion cherchée. 
Et ceci finit la démonstration du théorème. □ 

Corollaire A.4- — Le facteur de transfert z{'ijj) est égal à 1 dès que m est suffisamment grand 
(où ip est le paramètre de Langlands du paquet de séries discrètes de caractère infinitésimal mu) 

Démonstration . On reprend les définitions et notations du théroème précédent. On remarque 
que pour tout /“ on a l’égalité de transfert : 

Tre^ (^^vgV-{oo}T^{c^ ,'mu, p.o){fvŸ) = Tr (<8)„ey-{oo,«o}St« O Indpa;/xo(/y. 

On reporte dans le théorème en utilisant aussi le lemme fondamental hors de V et on trouve 
finalement 

{^{c^, mu, Ho) ^{fmuŸj = i{G) ^ mffi) Tr {-ïïooifmu)) ■ 

Et comme fmu est la somme des pseudo-coefficients pour toutes les séries discrètes de G(M) ayant 
mu comme caractère infinitésimal, le terme de droit vaut exactement i{G) mu no) 

Le terme de gauche vaut avec (jA.ip . Comme z{if) est de valeur absolue 1, cela force 

zif;) = 1 

A.7. Le cas général. — On reprend la même construction que précédemment en suivant 
encore |Artl3j 6.2.2. Mais maintenant on a le résultat aux places archimédiennes dès que le 
caractère infinitésimal est suffisamment grand. On a toujours le résultat aux places p-adiques 
si l’on ne considère que les représentations de Steinberg. On fixe donc une extension de Q 
ayant au moins deux places archimédiennes. On fixe u l’une de ces places archimédiennes et 
on fixe un paquet de séries discrètes en cette place indexé par un paramètre tp ; on considère 
encore un pseudo coefficient dans SIcusp{G{Eé)) relatif à ce paquet et on note -ip le paramètre de 
Langlands du paquet. On fixe aussi V un ensemble fini de places contenant Vj-am (cf. [MW16j ) 
et en ces places, quand elles sont p-adiques, on s’intéresse comme ci-dessus à des représentations 
de Steinberg. Aux places archimédiennes, on a soit la place u où on a fixé le paquet de séries 
discrètes soit des places où encore une fois on s’autorise un caractère infinitésimal tendant vers 
l’infini en étant loin des murs. 

Théorème A.5. — Le facteur de transfert zpip) est égal à 1. 

Démonstration . C’est exactement la même démonstration que ci-dessus. On n’a pas besoin de la 
place vq introduite ci-dessus et de la représentation induite en cette place puisqu’elle n’était là 
que pour ne pas devoir imposer aux paquets de séries discrètes considérés d’avoir un caractère 
central trivial. Mais maintenant on a réglé le cas de tous les paquets de séries discrètes aux 
places archimédiennes dès que le caractère infinitésimal est grand. □ 
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